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SADRZAJ



Deo 1

Zasnivanje prirodnih, celih,
racionalnih, realnih i kompleksnih
brojeva

I.1 Peanove aksiome

Definicija 1 Za uredenu trojku (P, 1, f) kazemo da je struktura prirodnih brojeva
ako je 1 € P, f je funkcija pri ¢emu f : P — P i vazi:

(P1) Vo € P (1 £ f(x))

(P2) Vz,y € Pz #y = f(z) # f(y))

(P3) akoje M C Ptakodal e MiVex € Ple €¢ M = f(x) € M)onda je
M= P.
Za elemente skupa P kazemo da su prirodni brojevi te strukture. Za f(x) kazemo
da je sledbenik broja x. O

Konvencija Umesto f(x) pisa¢emo krace /. O

U skladu sa prethodnom konvencijom osobine (P1)—(P3) se mogu zapisati na sledeéi
nacin:

(P1)Vx e P (1 #2')
(P2) Vo,y € Plz #y =2 # V)
(P3) ako je M C P takoda 1l € M iVe € Plx € M = 2/ € M) onda je
M =P.

Stav 1 Vz € P(x # 2').

Dokaz. Pretpostavimo, suprotno tvrdenju stava, da postoji neko ¢ € P tako da
q=¢. Neka M := P\ {q}.
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- Na osnovu (P1) ne moze biti 1 = 1" paje 1 € M.

- Neka z € M. Pokazujemo 2’ € M. Ako bi bilo 2’ € P\ M = {q} onda 2’ = ¢ = ¢
pa, na osnovu (P2), z = ¢, tj. * ¢ M, kontradikcija.

Dakle na osnovu prethodnog i (P3) imamo da je M = P. S druge strane ¢ € P\ M,
sto je nemoguce. O

Stav 2 z € P\ {1} = Jy € P(x =7/).

Dokaz. Pretpostavimo, suprotno tvrdenju stava, da postoji neko ¢ € P\ {1} tako
daVx € P (¢ #2'). Neka M := P\ {q}.

-Kakog#1tole M.

- Neka x € M. Ne moze biti 2’ = q zbog izbora prirodnog broja q. Zato je ' € M.
Na osnovu (P3) je M = P, tj. g€ P =M iq ¢ M, protivureénost. O

Teorema 1 (o rekurziji) Neka su dati struktura prirodnih brojeva (P,1, '), skup
S, preslikavanje T: P x S — Siag € S.

Tada postoji jedinstveno preslikavanje k : P — S tako da vazi:

- k(1) = ag;

- k(2") =T(2', k(x)), za svako z € P. O

Teorema o rekurziji dozvoljava definisanje dveju osnovnih operacija u strukturi
prirodnih brojeva na slede¢i nacin.

Definicija 2 (Sabiranje prirodnih brojeva) Neka je (P,1, ') s.p.b. i neka je x € P
fiksirano. Posmatrajmo T : P x P — P definisano sa T'((y, z)) := 2. Na osnovu
teoreme o rekurziji postoji prelikavanje o, : P — P tako da je

(i) 0.(1) = @'

(ii) 0. (y') = (0.(y)) za svako y € P.
Na taj nacin je za svako x € P definisano po jedno preslikavanje o, : P — P tako
da vaze uslovi (i) i (ii). Ako su z,y € P proizvoljni definisimo

T4y = 0.(y).

Sada se koristeéi ovu novu notaciju uslovi (i) i (ii) mogu zapisati i ovako:
(S1)) z+1=2,
(82) x4y = (x+y)

odakle se jasnije vidi nac¢in na koji operacija “+” funkcionise. O

Definicija 3 (MnozZenje prirodnih brojeva) Neka je (P,1, ') s.p.b. i neka je z € P
fiksirano. Posmatrajmo T : P x P — P definisano sa T'((y, z)) := z + x. Na osnovu
teoreme o rekurziji postoji preslikavanje 9, : P — P tako da je

(i) 0,(1) = z,

(ii) 0,(y') = 0.(y) + x za svako y € P.



I.1. PEANOVE AKSIOME 7

Ako su z,y € P proizvoljni definisSimo

-y = 0.(y).

Uslovi (i) i (ii) poprimaju sledeéi oblik:
M2) z-y' = (z-y)+z. O
Stav 3 Za ovako uvedene operacije “47 i .7
Da+(y+2)=@+y) +2
Qv ty=y+ux
(y+z2)=(z-y)+ (x-2)
(:L‘—I—y) (mZ)—l-(yz)
r-l=1-rx=x
X - - T

vazi slededi zakoni:

3) x
4)
5)
6)
)

~J

Dokaz.

1) Pokazujemo Vzr,y € P (z + (y + 2) = (z + y) + 2) indukcijom po z. Ovo
zapravo znadi da za skup M .= {z € P [Va,y € P (z + (y+2) = (x+y) + 2)}
pokazujemo da vazil € M iVz (z € M = 2/ € M).

-1¢e M:
Za z=11imamo x+ (y+1) = (S1): z+y' = (S2): (x+y)' = (S1): (z+y)+1.

~Vz(zeM =2 e M):
Neka za dato z vazi z+ (y+2z) = (x+ y) + 2z za svako x,y. Imamo z+ (y+2') =
(52): 24+ (y+2) = (52): (¢ +(y+2)) =LH: (z+y)+2) = (52): (z+y)+ 7

2) Pokazujemo Vz (z +y = y + z) indukcijom po y.

e y = 1: Pokazujemo Vz (z + 1 = 1 + z) indukcijom po z.

Zar =11imamo 1+1 =1+1. Neka sada za dato x vazi x +1 = 1 + 2. Imamo
4+1=(S1): (z+1)+1=1LH: 1+2)+1=1):1+(x+1)=(S1):1+2". e

Neka sada za dato y vazi Vo (z+y =y+x). +y = a:+(y~|—1) (x+y)+1=
(y+ax)+1=y+(x+1)=y+(1+z)=(y+1)+2z =1y +z, gde smo koristili
(S1), LH., 1) i 2).

3) Indukcijom po z.

Zaz=1imamoz -(y+1)=z-¢y =(x-y)+x=(r-y)+ (x-1), gde smo
koristili (S1), (M2) i (M1).

Neka sada vazi x - (y + z) = (x - y) + (x - z) za svako z,y. Imamo z - (y + 2/)
v-(y+2) = (a-(g+2)) +a = (£-y)+(2-2) 4o = (@-9)+(2-2) +2) = (@) + (o2
gde smo koristili (S2), (M2), LH. i 1).

4) Indukcijom po z.

),
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Za z=1imamo (x+y)-1=x+4+y=(x-1)+ (y-1), gde je koriséeno (M1).

Neka sada vazi (z +y) -z = (x - ) + (y - 2) za svako z,y. Imamo (x 4+ y) - 2/ =
(a+y)-2) +aty) = (@) +(-2) Ha+y) = ((02) 1) +(y-2) +o) = (@) (5-2),
gde je korigéeno (M2), L.H., 1) i 2).

5) Indukcijom po z.

Za z =1imamo x-(y-1) =z -y = (x-y) -1, gde je koris¢eno (M1). Ne
sada vazi x - (y-2) = (- y) - z za svako z,y. Imamo z- (y-2') =z - ((y - 2) +y) =
(x-(y-2)+(z-y)=((x-y)-2)+(zv-y) = (x-y)- 2, gde smo korlstlh (M2), 3) i L.H.

6) Dokazujemo Vz (1 -z = z) indukcijom po z.

Za x =11imamo 1-1 = 1 zbog (M1). Neka sada za dato z vazi 1-x = z. Imamo
1-2/=(1-2)+1=2+1=2', gde smo koristili (M2), L.H. i (S1).

7) Indukcijom po y.

Zay=1imamo z-1 =1-x (= x) na osnovu 6). Neka sada vazi Vx (z-y = y-x).
Imamoz -y = (z-y)+x=(y-z)+(1-2)=(y+1) -z =19y -z, gde smo koristili
(M2), LH., 6), 4)i (S1). O

Stav 4 Vo,y,z (v +z2=y+z=x=y).

Dokaz. Indukcijom po z pokazujemo Vr,y (z+2z=y+ z =z =y).
~Zaz=LlLzx+1l=y+1=2d=y ==y
— Neka za broj z vazi Vo, y (z+z=y+z2 =2 =y). Inmamox+2' =y + 2 =
(x+z2)=Wy+z2)=r+z2z=y+z=1H:z=y. O

Stav 5 Vz,y (z # = + y).

Dokaz. Ako je x =1 ondax = x+y znaci 1 = ¢/, a ovo po prvoj Peanovoj aksiomi
nije moguce. Ako je z # 1 onda na osnovu Stava 2 postoji z € P tako da je xz = 2/,
paizx =x+ysadasledi z4+1=z+1+y, odnosno 1 = ¢ (nakon primene Stava
4) - sto je nemoguce.

Stav 6 Vz,y,z (v 2=y 2=z =1y).

Dokaz. Indukcijom po z.

—Zax=1:Nekavazi1l-z=y-z Pokazimo da jez =y, tj. y=1.

Kadbibiloy #1ondada (y=a+1)paz=(a+1l)-z=(a-2)+1-2=(a-2)+=2
tj. z = (a-2) + z, a ovo je nemoguce prema Stavu 5. Dakle mora biti y = 1.

— Neka za x vazi - z = y -z = x = y i pretpostavimo 2’ - z = y - 2, tj.
(x+1)-z=y-zodnosnozxr-z+z2=1y- 2.

Kad bi bilo y = 1 imali bi smo z - z + 2 = 2, §to je nemoguce prema Stavu 5.
Dakle mora biti y # 1. Zato Ju (y =u+1). Sadaiz z-z+ 2z =y - z sledi

r-z+z=@w+1l)-z=u-z+z2= z-z=u-z=>1Hiz=u= 2’=2+1=
u+1=y. O
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Definicija 4 Za prirodne brojeve z i y definisa¢emo da je z < y ako postoji prirodan
broj z tako da je y = 4 z. Definisemo i “z < y” sa “e <yVzr=y’. O

Stav 7 Relacija < na strukturi prirodnih brojeva je relacija poretka.

Dokaz. Refileksivnost. Sledi direktno iz definicije.

Antisimetricnost. Neka je x < y i y < x. Na osnovu definicije postoje Cetiri

mogucénosti:

Dr=yiy=u;

2) x =y ix=y+ v zaneko v;
3)y=x+wuzanekouiy=ux;

4) y =x 4 u za neko u i x = y + v za neko v.

U slucajevima 1), 2) i 3) trivijalno vazi * = y (uzgred, slucajevi 2) i 3) nisu
zapravo ni mogudi - zasto?). U slu¢aju 4) imamo (z+u)+v = x odnosno x+(u+v) =
x, te na osnovu Stava 5 zakljucujemo da je ovaj slucaj zapravo nemoguc.

Tranzitivnost. Neka vazi x < y i y < z. Na osnovu definicije postoje cetiri
mogucénosti:

Drx=yiy=z

2) x =y1iz=1y+ v zaneko v;

3) y=x+uzanekouiy = z;

4) y =x 4+ u za neko u i z = y + v za neko v.

Lako je videti da u slu¢ajevima 1), 2) i 3) vazi x < z. U slucaju 4) imamo
(r+u)+v==ztj. z=z+ (u+v) pajeponovox <z O

Stav 8 Uredenje “<” je linearno.

Dokaz. Indukcijom po = pokazujemo da vazi Vy (z <y Vy < x).

—Zax =1 : Treba pokazatida 1l < yVy < 1. Ako je y = 1 onda je ovo trivijalno
zadovoljeno a ako y # 1 onda postoji neko z tako day = 2" = 2+ 1 = 1 + z odakle
vidimo da je 1 < y.

— Neka za x vazi indukcijska hipoteza i neka je dat y. Pokazimo ' <y Vy < x'.
Po I.H. vazi x <y V y < x pa postoje tri moguénosti:

1) y = z + u za neko u;
2) © = y + v za neko v;
3)z=uy.

U slucaju 1) imamo da, ako je u = 1 onda y = 2’ te 2’ < y, a ako je u # 1 onda
Jw (u=w+1l)pajey=2r+w+1=(x+1)+w=2+1 odakle se vidi da vazi
x <uy.

Analognim razmatranjem se pokazuje da u slucaju 2) vazi y' < z.

Najzad, ako vazi 3) onda jey =z <z+1=2'. 0O
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Stav 9 “<” je dobro uredenje.

Dokaz. Neka je data s.p.b. (P,1,”). Na osnovu Stava 8 preostaje da se pokaze da
ako je A C P neprazan skup onda postoji x € A tako da Vy € A (x < y). Neka je
dat takav A.

Primetimo najpre da Va (1 < x). Zaista ako je z = 1 onda 1 < z trivijalno vazi,
a ako je x # 1 onda postoji y takodax =y +1=1+y pa je opet 1 < z.

Pretpostavimo suprotno, tj. da ne postoji x € A tako da je Vy € A (x < y).
Tada za B := {z|Vy € A (x < y)} imamo ANB =011 € B. Pokazimo da za svako
xvazix € B= 12 € B.

Neka x € B i pretpostavimo da je ' ¢ B. Tada postoji y € A tako da ne vazi
7' <y. Kako je x € B, y € A to zakljucujemo v < y a iz AN B = () dobijamo da
x # y. Zato je x < y tj. postoji neko v tako da y = z + v. Kad bi bilo v = 1 onda
y=x+1tj. 2’ =x+1 <y, sto je nemoguce. Dakle mora biti v # 1 pajev =u+1
zaneko u. Zatojey=x4+u+1=(x+1)+utj. x+ 1 <y, kontradikcija. Dakle
mora biti 2’ € B.

Na osnovu dokazanog dobijamo B = P pa, zbog AN B = (), imamo A = (),
suprotno polaznoj pretpostavci. O

Stav10 s <y= (z+2<y+z AN z-2<y-2).

Dokaz. Sledi direktno iz definicije razlikujuéi slucajeve r = yix <y. 0O

§

Dokaz Teoreme o rekurziji - varijanta koja ne koristi pojam prirodnog broja:

Definisimo skupove
F = {f|f je funkcija, 1 € dom(f) C P, ran(f) C S, f(1) = ao

ivazi o' € dom(f) = (z € dom(f) A f(2') =T (2, f(x)) )}

U:={z € P|3f € F(x € dom(f)) i vazi da ako su f,g € F takve
da z € dom(f) Ndom(g) onda f(x) = g(z)}.

(1) Pokazujemo 1 € U. Definisimo h : {1} — S'sa h(1) := ay. Kako Vx € P(1 # 2/)
tohe F. Ako f,g € F onda f(1) = g(1)(= ap). Zato 1 € U.
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(2) Pokazujemo x € U = 2’ € U. Neka xp € U.

Postoji fy € F tako da xy € dom(fy). Oznacimo A := dom(fy) U {x}} i definisimo
funkciju go : A — 9 sa:
ako y € dom(fy) onda go(y) := foly); ako y € A\ dom(fy) onda
90(y) := T'(xp, fo(@o))-
e Pokazimo da je gy € F.
-1 € dom(fy) € A = dom(go) 1 po definiciji preslikavanja go je go(1) =
fo(].) = Qag.
- Neka je 2/ € dom(go) (= A).
Ako 2’ € dom(fy) onda, zbog fo € F, z € dom(fy) i fo(2') = T(Z, fo(2)).
Odatle na osnovu definicije preslikavanja go, a zbog z, 2" € dom(fy), imamo
z € dom(go) 1 go(2') = T'(2', go(2))-
Ako Z' ¢ dom(fy) onda 2/ = xp, tj. z = zo € dom(fy) C dom(go
pa, na osnovu definicije preslikavanja go, dobijamo go(z") = T'(z(, fo(xg)) =
T(=', go(2))-
Dakle, go € F. o
Upravo je pokazano da z{, € dom(go) gde go € F.

Neka f1, fo € F iz € dom(f1) Ndom(fs).

Posto f; € F to zg € dom(f;) i fi(zf) = T(xp, fi(wo)), i = 1,2. Kako jexg € U, 9 €
dom(f1) Ndom(f2) i fi1, f2 € F to fi(zo) = fa(xo) 1 najzad fi(zf) = T(xf, fr(xe)) =
T (g, fa(w0)) = falp)-

U skladu sa prethodnim zakljucujemo da je z; € U.

Na osnovu (1), (2) i (P3) je U = P.

Definisimo trazeno preslikavanje k : P — S. Neka z € P. Kako je P = U to je skup
D, :={f(x)|f € F, v € dom(f)} jednoclan. Definisimo k(z) € S sa D, = {k(z)}.
— P = U te postoji f € F tako da 1 € dom(f). Tada je k(1) = f(1) = ao (jer
feF).

— Neka z € P. Imamo da je k(2') = f(2') za neko (bilo koje) f € F, gde 2’ €
dom(f). No tada je x € dom(f) i f(z') =T (2, f(x)), tj. k(z') = T(2/, k(z)).
Dakle k zaista ima trazene osobine.

Dokazimo sada da je ovakvo preslikavanje jedinstveno.
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Neka su k,[: P — S preslikavanja sa osobinama iz formulacije teoreme. G := {z €
Plk(x) = l(x)}. Imamo da k(1) = I(1) = ap pa je 1 € G. S druge strane ako
x € G onda je k(x) = I(z) paje k(z') = T(2', k(x)) = T(2,l(z)) = l(2), tj. 2’ € G.
Otuda je G = P, odnosno k =1. O

Jedna od najvaznijih posledica Teoreme o rekurziji jeste ¢injenica da u sustini,
ako se zanemari priroda elemenata u strukturama prirodnih brojeva, postoji tacno
jedna takva struktura. Preciznije, imamo da vazi sledeca

Teorema 2 Nekasu (P, 1, ') i (P, 1, ) strukture prirodnih brojeva. Tada postoji
jedinstveno preslikavanje f : P — P sa osobinama:

- f(1) =1,

~ f(2') = (f(2))! za svako = € P.
To jedinstveno f je usto i bijekcija.

Dokaz. (I) (Egzistencija i jedinstvenost) Definisimo 7" : Px Py — Pysa T'((z,y)) :=
y'. Imajuéi u vidu da je T'(a’, h(x)) = (h(z))" za proizvoljno h : P — P, to, na
osnovu teoreme o rekurziji, postoji tacno jedno preslikavanje k& : P — Fy za koje
vazi

~ k(1) = 1o,

— k(2") = (k(z))" za svako z € P.

(IT) (Bijektivnost) Na osnovu upravo pokazanog postoji neko kg : Py — P tako
da vazi

- ]{50(10) - ].7

— ko(z") = (k(x))' za svako x € P.
Dokazimo da je ko o k = idp. Neka L := {x € P|(koo k)(z) = x}.
(koo k)(1) = ko(k(1)) = ko(1o) =1 paje 1 € L.
Neka je sada x € L, tj. (koo k)(z) = x. (koo k)(2') = ko(k(z")) = ko((k(x))T) =
(ko(k(z)))" = ((ko o k)(x))" = 2’ te je 2’ € L.
Zakljucujemo da je L = P, tj. da kgo k = idp, a odavde sledi da je k injektivno.
Na slican nacin se pokazuje i da je k o kg = idp, odakle zakljucujemo da k£ mora da
bude i “na” preslikavanje. O

Dokaz Teoreme o rekurziji - varijanta koja koristi pojam prirodnog broja kao i
postojanje nizova koji “zadovoljavaju unapred date rekurzivne uslove”:

Tvrdenje Teoreme o rekurziji zadovoljava konkretna struktura (N, 1,h) gde je
h(n) = n+1. Zato ¢e ga zadovoljavati i struktura (P, 1, ") ako pokazemo da postoji
neka bijekcija a : N — P sa osobinama:
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= a(n)’ za svako n € N,

Neka je a : N — P niz rekurzivno zadat sa (1) i (2). Skup M := {a(n) : n € N}
zadovoljava osobine 1 € M i x € M = 2’ € M pa je a preslikavanje na.

Indukcijom po n € N pokazujemo: ako je 1 < i < 7 < n onda je a(i) # a(j).
Imamo a(l) = 1 # a(1)’ = a(2) pa je tvrdenje tacno za n = 2. Pretpostavimo
da je ono tacno za neko n > 2 i neka, suprotno onom sto treba pokazati, skup
{a(1),...,a(n + 1)} ima manje od n + 1 elemenata. Kako skup {a(1),...,a(n)}
po indukcijskoj hipotezi ima n elemenata, to mora biti a(n + 1) = a(k) za neko
ke{l,....n}. Iza(l) =1 #a(n) =a(n+1) sledi da je k > 2pajek—1¢€N.
Zato sada iz a(k—1) = a(n)’ sledi da je a(k—1) = a(n), Sto protivureci indukcijskoj
hipotezi.

(Primetimo da smo upravo zapravo dali i jedan dokaz Teoreme 2.)
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1.2 Celi brojevi

Neka je data struktura prirodnih brojeva (P, 1,”). Na skupu P? = P x P definisemo

relaciju “~” sa
(a,b) ~ (¢,d) akko a+d=0b+c.

Pokazimo da je “~” relacija ekvivalencije.

Refleksivnost. Imamo a + b = b+ a pa je (a,b) ~ (a,b).

Simetricnost. Neka je (a,b) ~ (¢,d). Tada a+d = b+c tj. ¢+b = d+a odnosno
(¢,d) ~ (a,b).

Tranzitivnost. Neka je (a,b) ~ (¢,d) i (c,d) ~ (e, ). Tadajea+d = b+cic+f =
d+ e pa sabiranjem ove dve jednakosti dobijamo (a+ f)+ (c+d) = (b+¢)+ (c+d),
odakle koriséenjem Stava 4 dobijamo a + f = b+ e, tj. (a,b) ~ (e, f).

Klase ekvivalencije ove relacije “~” zovemo celim brojevima date strukture prirod-
nih brojeva. Skup celih brojeva oznac¢imo sa

Z(P1,") = Z(P) := P*/ ~ .
Ako je (m,n) € P? sa [(m,n)]. ¢emo oznacavati klasu ekvivalencije para (m,n).

Stav 11 Neka je (a,b) ~ (a1,b1) i (¢,d) ~ (¢1,dy). Tada (a +¢,b+d) ~ (a1 +
Cl,bl +d1)

Dokaz. Imamo da je a +b; = b+ a; i ¢+ dy = d + ¢;. Sabiranjem dobijamo
(a+c)+ (b +dy)=(b+d)+ (a1 + 1), tj. (a+c,b+d)~ (ay+c1,b0+dy). O

Na osnovu Stava 11 operacija “@” na skupu Z(P) odredena sa

[(a,b)]~ ® [(c,d)]~ == [(a+ ¢, b+ d)]~

je korektno definisana. Tu operaciju nazivamo sabiranje celih brojeva i nadalje
¢emo je oznacavati sa “4” ukoliko je jasno iz konteksta na koju se operaciju, sabi-
ranje prirodnih ili sabiranje celih brojeva, misli.

U nastavku ¢emo za prirodne brojeve a i b umesto “a - b” pisati “ab”.

Stav 12 Neka je (a,b) ~ (a1, b1) i (¢,d) ~ (¢1,dy). Tada
(CLd -+ bC, ac + bd) ~ (&1611 + b1C1, aicy + bldl).

Dokaz. Imamo da je a+b; = b+ay i c+d; = d+ c;. Izvedimo slededi niz transfor-
macija: prvu jednakost pomnozimo sa d; prvu pomnozimo sa ¢ i zamenimo strane;
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drugu pomnozimo sa a; i zamenimo strane; drugu pomnozimo sa b;. Dobijamo, u
tom redosledu, sledec¢e jednakosti:

ad + byd = bd + a1d

bc + ajc = ac + bic
day + ciaq = cay + dyay
Cb1 + dlbl = dbl + Clbl.

Sabiranjem ove cetiri jednakosti dobija se
(ad + be) + (a1c1 + bidy) + (bid + arc + day + cby) =

(ac+bd) + (a1dy + bicr) + (a1d + bic + cay + dby)

odakle na osnovu Stava 4 dobijamo kona¢no

(ad + be) + (are1 + bidy) = (ac+ bd) + (ardy + biey),

tj. (ad + be,ac+ bd) ~ (a1dy + bicy,a1¢1 + bidy). O
Na osnovu Stava 12 imamo da je operacija “©” na skupu Z(P) zadata sa

[(a,0)]~ @ [(¢,d)]~ = [(ad + bc,ac + bd)]~

korektno definisana. Nju nazivamo mnoZenje celih brojeva a nadalje u pisanju
najcesce izostavljamo oznaku “®” isto onako kako je to dogovoreno da se radi sa
oznakom “-” kod mnozenja prirodnih brojeva.

Stav 13 Operacije sabiranja i mnozenja celih brojeva su asocijativne i komutativne.
Mnozenje je distributivno prema sabiranju.

Dokaz. Utvrduje se direktnom proverom na osnovu definicije. O
Stav 14 (Z(P),+) je Abelova grupa.

Dokaz. Preostaje da se utvrdi postojanje neutrala i postojanje suprotnog elementa
za svaki element skupa Z(P).

Imamo (z,z) ~ (y,y) za svako =,y € P. Takode, ako je (u,v) ~ (c,c) onda
u + ¢ = v + ¢ odnosno, posle skraé¢ivanja, u = v. Zato je [(z,z)]~ = [(y,y)]~ =
{(z, 2)|z € N}. Oznac¢imo ovaj element skupa Z(P) sa 0.

[(a,b)]~ +0 = [(a,b)]~ + [(c,0)]~ = [(a + ¢,b+ c)]~ = [(a,b)]~ jer je oCigledno
(a+¢,b+c) ~ (a,b). Zato je 0 neutral za sabiranje.

[(a,b)]~ 4+ [(bya)]~ = [(a+b,b+a)]. = [(a+b,a+b)]. = 0 pa postoji suprotan
element elementu [(a, b)]. u odnosu na sabiranje i to je [(b,a)].. O

Oznaka 0 ¢e se i u daljem tekstu odnositi na neutralni element za sabiranje u
Z(P) opisan u dokazu prethodne teoreme.

Suprotan element elementu z € Z(P) u odnosu na sabiranje oznacavademo sa
—.
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Primetimo da je (n,n + 1) ~ (m,m + 1) za proizvoljne n,m € P. Takode, ako
je (u,v) ~ (z,x + 1) onda je u+2+1 = v+ x, odnosno v + 1 = v. Zato je
[(n,n+ 1)]. =[(m,m+ 1)]. = {(z,x 4+ 1)|x € P}. Oznacimo ovaj element skupa
Z(P) sa 1. Lako je videti da je on jediniéni za mnozenje celih brojeva:

[(a,b)]~[(n,n 4+ 1)]~ = [(an + bn + a,an + bn + b)]. = [(a,b)]~
jer je ocigledno (an + bn + a,an + bn +b) ~ (a,b).
Stav 15 Ako je z € Z(P) i x # 0 onda za svako y, z € Z(P) vazi xy = vz = y = z.
Dokaz. Neka je © = [(a,b)]~ # 0, y = [(¢,d)]~, z = [(e, )]~ 1 neka vazi

[(a,0)]~ - [(¢, d)]~ = [(a,D)]~ - [(e, f)]~
odnosno, prema definiciji
[(ad + be, ac + bd)]. = [(af + be,ae + bf)]~
ili, drugim rec¢ima
ad 4 bc+ae+bf = ac+bd + af + be. (%)
Kako je  # 0 = {(n,n)|n € P}, to je a # b. Neka je npr. a < b (za slucaj b < a
dokaz je analogan), sto znaci da je b = a + k za neko k € P. Zamenjujuéi ovo u (x)
dobijamo:
ad+ac+kc+ae+af+kf =ac+ad+kd+af + ae+ ke

odnosno k(c+ f) = k(d+e) i najzad ¢+ f = d + e, §to znaci da je (c,d) ~ (e, f),

tj.y=2 0O

Na osnovu prethodno ustanovljenih ¢injenica u vezi sa strukturom (Z(P), ®,®)
mozemo konstatovati da je (Z(P),®, ®) integralni domen.

Uocimo skup P* := {[(z,y)]~ € Z(P)| z,y € P, x < y} i preslikavanje CB :
P — 7Z(P) definisano sa CB(n) := [(1,1 + n)|~.

Stav 16 Preslikavanje C'B je injektivno i CB[P] = P*.
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Dokaz. Neka CB(n) = CB(m) zan,m € P. Ovo znac¢i da je (1,14n) ~ (1,1+m)
odnosnoda 14+ 1+m=14+n+1,tj. m =n. Dakle CB je injektivno.

Jasno je da 1 <1+ n pa je CB(n) € P*, tj. vazi CB[P] C P*.

Uoc¢imo proizvoljno a € P*. Postoje x,y € P, pri ¢emu x < y, tako da je
a = [(z,y)]~. Postoji k € P tako da y = = + k. Ako je x = 1 onda dobijamo
(x,y) = (1,1 + k) tj. a = CB(k). Ako je z # 1 tada postoji u € P tako da
r =u-+1 paimamo da (z,y) = (u+1,u+14+k) ~ (1,1 + k), tj. a = CB(k).
Odavde vidimo da je P* C CB[P]. O

Stav 17 Za svako n,m € P je CB(n +m) = CB(n) + CB(m) i CB(nm) =
CB(n)CB(m).

Dokaz. Sledi direktnom proverom. O

Definicija 5 Na Z(P) definisemo relaciju “<” sa
x <y ako i samo ako 3z € P* (y =z + 2).
Relacija “<” na skupu Z(P) se definise uobicajeno: x <y akkoz =yVvze <y. O

Stav 18 Zasvako xr,y € Pjex <y <= CB(x) < CB(y). Za svako z,y € P je
r<y <= CB(z) <CB(y).

Dokaz. Neka je z,y € Pix < y. Tada dk € P tako da y = = + k. Odavde na
osnovu Stava 17 imamo da je CB(y) = CB(x)+ CB(k) pri ¢emu je CB(k) € P* po
Stavu 16, te vidimo da je CB(z) < CB(y).

Neka sada C'B(x) < CB(y). Tada postoji z € P* tako da CB(y) = CB(z) + z.
Na osnovu Stava 16 postoji k& € P tako da je z = CB(k). Zato je CB(y) =
CB(z) + CB(k) = CB(z + k), po Stavu 17, a kako je C'B injektivno zaklju¢ujemo
dajey=x+k, tj. x <y.

Preostali deo tvrdenja sada sledi neposredno. O

Stav 19 Relacija “<” je linearno uredenje na skupu Z(P).

Dokaz. Refileksivnost sledi direktno iz definicije.

Antisimetricnost. Neka vazi x <yiy < z.

Pretpostavimo najpre da je x < y i y < x. Tada postoje u,v € P* tako da je
y=z+vizx=y+u Zatojey = (y+u)+vpaje0=u+wv,tj u=—v. Ako je
u=1[(1,14n)]iv=[(1,14+m)]. zaneke n,m € P imamo da je —v = [(1+m,1)].
(vidi dokaz Stava 14) pa dobijamo (1+m, 1) ~ (1, 1+4n) odnosno m+1+1+n = 1+1
odakle je 1 =m +n+ 1= (m + n)’ kontradikcija. Zato ne moze biti istovremeno i
x < yiy < x, odakle neposredno zakljucujemo da je x = y.
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Tranzitivnost. Neka je v < y iy < z. Jedini slucaj kada je uopste i potrebno
nesto dokazivati jeste slucaj r < y Ay < z pa pretpostavimo da se o njemu i radi.
Postoje n,m € P* takodajey =z +niz=y+m. Tadaje z = z + (n + m).
Odavde sledi da je x < z jer je n+m € P*: n = CB(p), m = CB(q) za neke
p,q € P po Stavu 16, pa je n +m = CB(p) + CB(q) = CB(p + q) po Stavu 17, tj.
n+m € CB[P] = P*.

Pokazimo najzad da su z i y iz Z(P) uvek uporedivi. Dakle, neka je z = [(a, )],

y = [(¢,d)]~ 1 pretpostavimo da je z # y. Tada jea+d # b+c, tj. | # r gde

=a+dir:=b+c Zatojel < rilir <1 jer je “<” na skupu P linearno.

Pretpostavimo da je [ < r (preostali slu¢aj je analogan), tj. da postoji k € P tako
dajer =1+ k odnosno b+ ¢ = a + d + k. Odavde sledi da je

b+c+l=a+d+k+1

tejer =[(a,0)]. =[(c+ 1L d+k+1)]. = [(c,d)]~ +[(1, 1+ k)], tj. z =y + 2z gde
je z:=[(1,1+ k)]~ € P*. Drugim re¢ima y < z. 0O

Stav 20 =z <y = —y < —x za svako z,y € Z(P).

Dokaz. Neka x < y. Tada postoji k € P* tako day = x+ k. Zato —y = —x + (—k)
odnosno —x = (—y) + k, Sto znaéi da je —y < —z. O

Stav 21 Zasvako x,y,z € Z(P)vaziz <y=x+2<y+z O

Stav 22 Ako je 0 <aix <y ondaax < ay.

Dokaz. Iz x < y imamo da je y = x + k za neko k € N*. Zato je ay = ax + ak
te bi ar < ay sledilo ako se pokaze da je ak € P*: 0 < a znaci da je a € P* pa je
zato a = CB(a1) i k = CB(k1) za neke a1, k; € P; otuda ak = CB(ay) - CB(ky) =
CB(a1ky) € P*. O

Stav 23 U skupu celih brojeva (date strukture prirodnih brojeva) vazi:
(1) z,y>0 = (r+y>0 A zy>0)

(2)z,y<0 = zy>0

B) (r>0Ay<0) = zy<0. O
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Definisemo Z, (P) := P*, Z_(P) :={—z| x € Z.(P)}.
Jednostavno je pokazati da je Z, (P) = {x € Z(P)|0 < z}, Z_(P) = {z € Z|xz < 0}
1 Z,(P)NZ_(P)=0kao i da vazi Z(P) =Z_(P)U{0} UZ,(P).
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1.3 Racionalni brojevi

Neka je data struktura prirodnih brojeva (P, 1,”) U ovom odeljku éemo sa “0”
(umesto sa “0”) oznacavati nulu prstena Z(P).

Na skupu (Z(P) \ {0}) x Z(P) definisimo relaciju “~” sa
(a,b) = (c,d) akko ad = bc.

“x” je relacija ekvivalencije. Klase ekvivalencije ove relacije nazivamo racional-
nim brojevima date strukture prirodnih brojeva a skup svih racionalnih brojeva
oznacava¢emo sa

QP 1) = @P) = (P 0D < 2(P) )/ ~

Stav 24 Neka je (a,b) =~ (a1,b1) i (¢,d) = (c1,d;). Tada vazi:
(ac,ad + be) = (ajc1, ardy + bicy)
i
(ac,bd) =~ (aicq, bidy).

Dokaz. Sledi iz pretpostavke ab; = a1b A cd; = c¢1d i definicije relacije “~”. O

Prethodni stav dozvoljava da se definisu sabiranje racionalnih brojeva sa
[(a,0)]~ + (¢, d)]~ = [(ac, ad + be)]~
i mnozenje racionalnih brojeva sa

[(a,b)]~ - [(c,d)]~ = [(ac, bd)]~.

« y 7

Konvencija Umesto “ [(z,y)]~ 7 pisa¢emo ¢ =
T

Stav 25 Za svako z,y € Z(P) i svako z,t € Z(P) \ {0} vazi:
Tz
1) =

==
2)

-CE'
y b
T i
y_ %
z z

y
=
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Dokaz. Tvrdenja slede direktnom proverom, npr.:

RAVE wasadaselakovididaje(z'z,szryz)%(z,x—l—y). O
z z z-z

Stav 26 (Q(P),+,-) je polje.

Dokaz. Sledi direktnom proverom uz koris¢enje Stava 25. Istaknimo da je nula

.0 . .. x . (=x) . . .
ovog polja T suprotni element (za sabiranje) elementa — je ——= jedinica ovog
Y
x 0
polja je 7@ inverzni element (u odnosu na mnozenje) elementa — # 1 je Y
)

(gde ne moze biti x = 0 jer bi tada imali (y,z) ~ (1,0)). O

Za u € Q(P) kazemo da je pozitivan ako za svako (a,b) € u vazi ab > 0.

b
Definisimo Q. (P) := { o la,b € Z(P), ab> 0}.

b d
Neka je — = — ineka ab > 0. Pokazimo da mora biti i cd > 0.
a c

Imamo da je ad = be. Stav 23 kaze da je a,b > 01ili a,b < 0. Neka vazi a,b > 0,
pri cemu se u preostalom sluc¢aju rezonuje identic¢no.
Iz ¢d = 0, zbog ¢ # 0, sledi d = 0 a onda bc = 0 pab =0 teiab = 0, sto je
nemoguce.
Iz cd < 0, na osnovu Stava 23, sledi ¢ > 0, d < 01ili ¢ <0, d > 0. U prvom slucaju
dobijamo bc > 0 i ad < 0 a u drugom bc < 0 i ad > 0. Dakle, u oba slucaja je
ad =bc € Z,(P)NZ_(P) = 0.

Prema tome vazi jedini preostali slucaj.

Upravo utvrdena ¢injenica govori da je u € Q(P) pozitivan akko postoji neko
(a,b) € u tako da je ab > 0. U skladu s tim je Q. (P) = {u € Q(P)| u je pozitivan}.

Definisemo da za dva racionalna broja z,y vazi x < y akko y — z € Q. (P).

0
Lako je videti da vazi x € Q. (P) <— =z > T Kao i ranije, x < y skracuje
r=yVz<y.

Stav 27 Ako je z,y € Q(P) onda:

1) x> v = —x<9'
1 1’

0 0
2) x,y > I:>J:+y,xy>1;
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0 0 0
3) x,y < I=>:c+y<1/\xy>1;
4) x> 9 <9:>:c <9

pYST TS T

Dokaz. 1) z > g = - € Qu(P) <= 2 €Qu(P). S druge strane

—r < % = %—(—x)e(Qy(P) — xcQ.(P).

b d 0
2) Nekax = —-iy= —-.z,y> 1 znaci da je x,y € Q. (P), tj. ab,cd > 0.
a c
Kako je a,c # 0 to je lako pokazati da je a?,¢® > 0. Otuda abc? > 0 i a®cd > 0 pa

b d
je abc® + a*cd > 0, tj. ac(bc+ ad) > 0. Zato je x +y = cra € Q4 (P) odnosno
ac
0
rT+y> -
! 0 bd
Na osnovu Stava 23 imamo da je abed > 0, tj. xy — == — € Q. (P),
ac
Sto znaci da xy > T
0
3) Ako je z,y < 1 onda je, na osnovu 1), —z, —y > 1) b2 zbog 2) imamo
0 0 0
—z+(—y), (—z)(—y) > T tj. zy > 1 i—(z+4vy) > T te koristec¢i 1) dobijamo

: 0
4) se slicno dokazuje. O
Stav 28 Relacija “<” je linearno uredenje na skupu Q(P).

Dokaz. Refleksivnost sledi iz same definicije.
Neka vazi x < yiy < x. Kad ne bi vazilo x = y onda bi imali z < y Ay < z. Neka
0 0 0
dakle {y—z, z—y} C Q. (P). zy—z > 1 ix—y > 1 sledi (y—2)+(z—y) > T
0
tj. 1 € Q. (P). Odatle sledi 0 = 0-1 > 0, sto je jednostavno proveriti da ne moze
da vazi.
Neka je sada z <y iy < z. Ako je x = y ili y = 2z onda direktno sledi z < z.

0 0
Nekajex #y # 2. Imamodajexr <yiy <z, tj. y—ax > Iiz—y> T Odatle

0
se dobjja z —x = (2 —y)+ (y —z) > I,tj. xr < z.
Neka je sada x,y € Q(P). Pokazimo da su z i y uporedivi.

Neka je y —x = —. Razlikujemo tri slucaja: ab = 0, ab < 01 ab > 0
a
(odgovarajuce uredenje na Z(P) je linearno).
0
U prvom slucaju dobijamo da je b =0, tj. y—z = T pasu z iy = x uporedivi.
b —b
U drugom sluc¢aju imamo —(ab) > 0, tj. a(—b) > 0. Zatojex —y=— — = — €

a a
QL(P) pa je y < z. U treem slucaju jasno vazi x <y. O
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Stav 29 Za svako z,y,z € Q(P) vazi
Ne<y=z+z<y+z
2) Ako je z >0 onda z <y = zz < yz.

0
Dokaz. 1)z <y= (y+2)—(z+2)=y—z> I,tj. r+z<y+z

0
Tvrdenje pod 2) sledi direktno iz y — x > 1 i Stava 27. O

Stav 30 Definisimo RC : Z(P) — Q(P) sa RC(z) :=
1) RC je injektivno preslikavanje;

2) RC(x +y) = RC(z) + RC(y);

3) RC(zy) = RC(z)RC(y);

)z <y <= RC(z)< RC(y).

Dokaz. 1) Neka je RC(z) = RC(y). Tada 7= % paje (1,z) =~ (1,y), tj. x = y.
2) RO(x +y) = “2Y %+ %:RC@:HRC(@/)
3) RC(zy) = % - ﬂ - T % RC(x) - RC(y)

4) Neka vazi z < y, tj. y = x + k za neko k € P*. Tada RC(y) = RC(z + k) =
k

RC(z)+ RC(k). Preostaje da se pokaze da je 7= RC(k) € Q4 (P) ali ovo direktno

slediizk-1=ke P"=7Z,(P)={a€Z(P)|0 < a}.

Neka sada vazi RC(x) < RC(y). Kako su celi brojevi z i y “<”-uporedivi, a kako
je ocigledno x # vy, to je dovoljno pokazati da ne vazi y < x. Kad bi to vazilo na
osnovu upravo pokazanog bi imali da je RC(y) < RC(z). Dakle RC(y) — RC(x) >

0

1 i RC(x) — RC(y) > 1 pa sabiranjem ovih nejednakosti (preciznije: na osnovu
0 0 0

Stava 27) dobijamo 1 > T tj. 1 € Q. (P), odnosno 0 = 0-1 > 0, sto je

jednostavno pokazati da je nemogucée. O

Stav 31 Uredenje “<” na skupu racionalnih brojeva je gusto.

Dokaz. Neka su p,q € Q(P), p < q. Treba pokazati da postoji z € Q(P) tako da

1
jep<ax<gq Nekaje2:=1+1€Z(P)iz:= §(p—|—q).
1 2 -1 2—-1
Primetimo najpre da je na osnovu Stava 25: 1~ 3= §+ ( 5 ) = 5 =

%: lkaoidaje %> gjer1-2:2:1+1:C'B(1)+CB(1):
CB(14+1)e P*=7Z,.(P),pajel-2>0.
Imamo g—z = q— 1-p— l-q: l.q_ l.q_ 1

2 2 1 2 2

%(q—p)> %na osnovu Stava 27 jer jep < ¢ i

(1- St o(-n)=

b=
1 0
5 T Zato je x < g. Sli¢no se
utvrduje da jeip<z. 0O
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I.4 Realni brojevi

Neka je data struktura prirodnih brojeva (P,1,"). Za x € Q(P) definisemo

0
x, ako jex > T
|z| ==

—x, akojex <

—l o

Za “niz” a : P — Q(P) racionalnih brojeva date strukture prirodnih brojeva kazemo
da je Kosijev ako vazi

1
< — < .
Vn € P3m € PVk,l € P (m_k,l = la(k) —a(l)] < CBM) )

Oznacimo sa R skup svih Kosijevih nizova racionalnih brojeva i na tom skupu
definisimo relaciju = sa

1
=b < VnePImePVkeP <k =la(k) —b(k)| < .
0 n € Pam (m<k =l 00l < gy )
Moze se pokazati da je = relacija ekvivalencije na skupu R. Skup R/ = svih klasa
ekvivalencije ove relacije ozna¢imo sa R(P) a njegove elemente nazovimo realnim
brojevima. Za a € R sa [a]~ oznacimo klasu niza a. Na skupu R(P) definisimo
operacije

i relaciju < sa
lal <[]~ <= Jal=o#[blxATIneNVEEN (n<k= alk) <bk)).

Moze se pokazati da su ove definicije korektne (tj. da ne zavise od izbora pred-
stavnika). Kao i obitno: 2 <y <= z<yVz=yzauzycR(P).

Definicija 6 Za strukturu (A, +,-, <) kazemo da je kompletno uredeno polje ako
je (A, +,-) polje, < linearno uredenje na skupu A i, ako je ay nula tog polja, vaze
uslovi

<y = x+z<y+z,

2)(x<yhay<z) = x-2<y-zi

(3) svaki odozgo ograni¢en podskup od A ima supremum. O

Stav 32 Struktura (R(P),+, -, <) je kompletno uredeno polje. O

O tome da su realni brojevi u potpunosti odredeni svojom ovakvom relacijsko-
operacijskom strukturom govori sledeca teorema.
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Teorema 3 Zasvakadva (A, +,-,<)i(B,®,®, =) kompletno uredena polja postoji
bijekcija f : A — B tako da vazi

(1) flx+y) = flz) D f(y),
(2) flz-y) = f(x)© f(y),
B)r<y <<= f@)=2fly). O

Pomenimo da su nula i jedinica polja (R(P), +, -) klase ekvivalencije, tim redom,

nizova (0| n € P)i<1+ n€P>.

Klase konstantnih nizova “glume” racionalne brojeve:

CB(n)

Stav 33 Preslikavanje Real : Q(P) — R(P) definisano sa Real(x) := [(z| n € N)|~
je injektivno i vazi

(1) Real(x + y) = Real(z) + Real(y),

(2) Real(x - y) = Real(z) - Real(y),

(3) z <y <= Real(z) < Real(y) i

(4) ako su x,y € R(P) razliciti realni brojevi takvi da je x < y tada postoji z €
Real[Q(P)| \ {z,y} takodajex <z <y. O
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I.5 Kompleksni brojevi

Za datu strukturu prirodnih brojeva (P, 1,’) na skupu C(P) := R(P)? definisimo
operacije

(a,b) + (¢,d) := (a+c¢,b+d), (a,b)-(c,d):= (ac—bd,ad+ bc).

Neka u ovom odeljku simboli 0 i 1 oznacavaju, redom, nulu i jedinicu polja realnih
brojeva.

Stav 34 (C(P),+,-) je polje. O

Elemente ovog polja nazivamo kompleksnim brojevima. Nula ovog polja je (0,0)
a jedinica (1,0). Kompleksan broj i := (0,1) se naziva imaginarna jedinica i za
njega vazi i = (—1,0) = —(1,0).

Ovo polje je prosirenje polja realnih brojeva sto je sadrzaj narednog stava.

Stav 35 Preslikavanje f : R(P) — C(P) definisano sa f(z) := (x,0) je injektivno i
vazi:

(1) flz+y) = fle) + f(y), i

2) flz-y)=flz) fly). O

Kompletno uredenje polja realnih brojeva se ne moze prosiriti na polje komple-
ksnih brojeva. Stavise

Stav 36 Ne postoji linearno uredenje na skupu C(P) za koje bi vazilo
NDae<y = o+z2<y+zi
(2) (x<yn(0,0)<z) = z-2<y-=z.

Dokaz. Neka je < takvo uredenje. Zbog linearnosti ovog uredenja brojevi (0,0) i
imaginarna jedinica su uporedivi.

Ako je (0,0) <ionda (0,0) = (0,0)-0 <i-i, tj. (0,0) <(-1,0)

Ako je i < (0,0) onda je i+ (—i) < (0,0) + (—1i) tj. (0,0) < —i.
(0,0) - (=) < (i) - (i), tj. (0,0) < (1

Dakle, u svakom slucaju vazi (0,0) < (—1,0) pa sledi da je (0,0) = (0,0) -
(—=1,0) < (=1,0)-(—1,0), tj. (0,0) < (1,0). Zato je (0,0)+(—1,0) < (1,0)+(—1,0)
odnosno (—1,0) < (0,0). Antisimetricnost relacije < sada povlaci (0,0) = (—1,0),
kontradikcija. O

Odavde imamo
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Elementi kombinatorike

II.1 Formula ukljucenja-iskljucenja

Notacija Za i € N i proizvoljan skup M definisemo M@ &£ {S C M| |S| = i}.
Takode, za proizvoljan konacan skup M sa | M| ozna¢avamo broj njegovih elemenata.

Teorema 4 (Formula ukljucenja-iskljucenja) Za svako n € N vazi

M4

jes

n

U

=1

SIS
i—1 Seql,.n}
kad god su A4;, 1 <i < n, konacni skupovi. (IL.1)

Dokaz. Indukcijom po n. Za n € {1,2} ta¢nost tvrdenja se direktno proverava.
Neka (II.1) vazi za neki prirodan broj n > 2.

n+1 n
Zbog U A= U (A; U A,qq) imamo:
i=1 i=1

n

U (AU A, ) ‘:Z (=1)*! Z

‘n+1

Ja |-
=1

i=1 Se{1,.n}® | jes
[koristimo: ﬂ (A; U A1) ‘ =|A, 11U m A,
JES jES
= |Anal+| [ A An N[ 4
jes jes

=K+ L+ M, gde je
K = z DY A | \Anmz D (%) = vl

27
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L= {0 Y NAalr= Y 14+
i=1 Se{l,...n}® | jes 1<j<n
20T > N4
=2 Sefl,..n}@ | jes
i
M=) (=) » (ﬂAj)ﬂAnH =
i=1 Se{1,...,n}® JES
n+1 ‘
=) =0 > 4|7 =
=2 se{1,..n+1}(@® | jES
\S€e{1,...,n} ()
_ (_1)n+2 ﬂ Aj _|_Z (_1)i+1 Z mAj :
je{1,...,n+1} =2 Se{1,..,n+13® | JES
\Sef1,...,n} (@)
pa je
n+1 n+1
U A | =D 1A+ (-1 N A+
i=1 i=1 jef1,...,n+1}
Y EDF Y TNA Y N4l ¢ =
=2 Se{l,..,n}@ | jES se{1,...n+1}(@® | jES

\Se{1,...,n}(#)

=LA AT 04

je{1,...n+1} Se{l,..,n+1}0 | jeS
n+1 n+1
_ i+1 _
=D 1A+ (=) > N4 =
i=1 i=2 Se{l,...n+1}@ | j€S
n+1
_ i+1
= (=) > N4
i=1 Se{l,..,n+1}@ | JES
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Jos jedan dokaz. Neka je A := UAZ-; za S C {1,...,n} neka je Pg := ﬂAi.
i=1 i€S

Neka je V realan vektorski prostor svih funkcija 4R sa standardnom linearnom
strukturom. Ako je B C A neka je x, € V := 4R tzv. karakteristicna funkcija
skupa B (u odnosu na skup A), tj. funkcija data sa y,(z) = 0 ako = ¢ A\ B,
Xp(x) =1ako x € B.

Za svako a € A neka je [, : V — R funkcija definisana sa [,(f) = f(a) za svako
f € V; lako je videti da je [, linearna funkcionela na V. Zato jeil := Z l4 linearna

a€A
funkcionela. Neka je J : A — R data sa J(a) = 1 za svako a € A. Tvrdenje Ce

direktno slediti ako pokazemo

J=Y Y (11.2)

Se{l,..,n}®

acA
IO ICED SRR I B SIIC D SENT () =
i=1 Se{l,...,n}® i=1 Se{l,...n}®
= G VR V3 I
=1 Se{l,...,n}®
obzirom da je [ (x,) = Zla (xy) = |B| za svako B C A.

a€A

Dokaz jednakosti (11.2) - varijanta 1: Neka je x € A proizvoljno. Neka je {i1,... i} =
{ie{l,...,n} : x € A}, i neka je pritom i, # iy za p # ¢. Imamo

Syt Y v lo=S (o Y w) -
i—1 Sefl,...n}® i=1 Se{l,.n}®
:zmj T e :g;(—l)i“(?) _ (@)—é(—l)i@) -
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Dokaz jednakosti (I11.2) - varijanta 2: Posmatrajmo (komutativni) prsten funkcija
A7, sa standardnim sabiranjem i mnozenjem definisanim sa (f +g)(z) = f(x) + g(z)
i(f-g)(x) = f(z) g(x). Za svako B C A funkcija x, je jedan element dotic¢nog
prstena; funkcija J € 4Z je jedinica tog prstena, a funkcija O : A — Z definisana sa
O(z) = 0 za svako x € A njegova nula. Ako je x € A onda za neko ig € {1,...,n}

vazi x € A;, pa i (J — XAi0> () = 0. Otuda je

n

H(‘]_XAi>:O‘

=1

Odavde sada sledi

O:J+Z (_1)i Z HXAj

Se{l,..,n}® jeS

Sto je (I1.2) zapisano na drugi nac¢in, obzirom da za Bi,..., B, C A jasno vazi

X, - " Xg, = Xpynnpy,*

Jos jedan dokaz Neka je A := U A; = {x1,..., 2} skup od k elemenata. Neka je
i=1

{S1, ..., Son_1} skup svih nepraznih podskupova od {1,...,n}. Neka je data prazna
tablica visine 2" — 1 a Sirine k. Popunimo je brojevima 1, —1 i 0 tako sto u i-tu
vrstu:

—ako je .S; paran broj upisujemo broj —1 u presecima sa onim kolonama za ¢iji redni
broj j vazi x; € ﬂ A;, odnosno broj 0 inace;

leS;
— ako je S; neparan broj upisujemo broj 1 u presecima sa onim kolonama za Ciji

redni broj j vazi x; € ﬂ A, odnosno broj 0 inace.
leS;

N4

l€S;

Lako je videti da je suma brojeva u ¢-toj vrsti upravo — ako je S; paran

(A
leS;

u (IL.1) predstavlja zbir svih brojeva koji se javljaju u ovako popunjenoj tablici. S
druge strane, nije tesko ni videti da je zbir brojeva u svakoj koloni ponaosob uvek

istiijednak 1. Zaista, neka je j € {1,...,k} proizvoljno, i neka je m broj elemenata

broj, odnosno ako je S; neparan broj. Iz tog razloga broj na desnoj strani
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skupa {z' e{l,....n} 1z, € Ai}. Zbir brojeva u j-toj koloni jednak je

1; (<T> '(_1)) i 1;; ((T) '1) = g(—l)i‘l(T) —1.

i parno i neparno

Tvrdenje sledi.

31
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Neke elementarne nejednakosti

III.1 Nejednakost sa permutacijama

Stav 37 Neka su dati realni brojevi a; < as < --- < a, ib <by <---<b,. Neka
su ro i r; permutacije skupa {1,...,n} date, redom, saro(i) =1 ir(i) = n+1—1, tj.
ro=1(1,2,3,...,n—1,n)ir, = (n,n—1,n—2,...,2,1). Tada za svaku permutaciju
p skupa {1,...,n} vazi

Z aib,, iy < Z aibyiy < Z Aibr i) -
=1 i=1

i=1

Dokaz. Ako je a; < as i by < by neposredno se proverava da je aiby + ashb; <

a1by 4+ asbs. Ovu ¢injenicu u nastavku koristimo bez eksplicitnog pozivanja na nju.
n

Za permutacije g skupa {1,...,n} neka je S(q) A Zaibq(i) i neka je, za svako

i # 7, q[i, j] permutacija ¢ skupa {1,...,n} data sa q[z’l,:jl](s) = q(s) ako s ¢ {i,j},
qli, j1(i) = q(5) 1 qli, j1(5) = q(@).

Ako je permutacija ¢ takva da postoje k < [ takvi da je q(k) > ¢(l) onda je
S(q) < S (qlk,1]). Zaista, zbog by < byky imamo da je

S(a) = Y aibgo) + arbywy + aibyey < Y @by + arbgwy + aiby = S (alk,1]) -

i¢{i,g} ig{i,g}
Ovo se moze formulisati i ovako: ako je permutacija ¢ takva da postoje k < [ takvi

da je g(k) < q(l) onda je S (q[k,1]) < S(q).

Neka je sada p proizvoljna permutacija. Postoje permutacije ¢, ..., q, takve da
je qi(s) = s za s = 1,1, i takve da je ili ¢; = p ili ¢1 = p[ko, lo] za neke ko < ly, kao
1ili i1 = ¢; il i1 = qfki, ;] za neke k; < l;. Specijalno je ¢, = ro. Na osnovu

33
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prethodnog je S(p) < S(q1) < S(q2) < -+ < S (gu-1) < S(an), paje S(p) < S(ro).

Na slican (“dualan”) naé¢in se pokazuje i da vazi S(r1) < S(p) za svaku pe-
rmutaciju p.

O

II1.2 Jensenova nejednakost

Primetimo da ako je x1,...,2z, € (p;q) CR i A, ..., A\, > 0 tako da je Z)\Z» =1,
i=1

onda je

=1 =1 =1

gdejem =min{z; : 1 <i<n}iM =max{z; : 1 <i< n},tejeiZ)\ixi € (p;q).
i=1
Definicija 7 Za funkciju f : (p; ¢) — R kazemo da je konveksna [konkavna] na (p; q)
ako za svako z,y € (p;q) i svako A\, u > 0 tako da A+ p = 1 vazi f(Azx + py) <
M @)+ pfly) [ FOx+py) > Mf(x) + pfy) |-
Za funkciju f : (p;q) — R kazemo da je strogo konveksna [strogo konkavna] na
(p; q) ako za svako z,y € (p;q) i svako A\, u > 0 tako da A+ p = 1 vazi f(Az+ py) <

M)+ ufy) | fOx+py) > M (x) + pf(y) | ako z # .
O

Stav 38 Neka je f: (p;q) — R diferencijabilna na (p; q). Ako funkcija f" (strogo)
raste na tom intervalu, onda je f (strogo) konveksna na (p;q). Ako funkcija f’
(strogo) opada na tom intervalu, onda je f (strogo) konkavna na (p;q).

Dokaz. Pretpostavimo da je f’ rastuca funkcija na (p;q) (dokaz je prosto identican
i u ostalim slucajevima) i neka su z < y iz (p;q) i A, u > 0 tako da je A+pu = 1. Ako
je neki od brojeva A = 01 p jedna nuli ili ako je x = y, vazice f(Ax+ uy) = \f(x) +

pf(y). Neka je zato & <y i A p>0. Za z 1= \v + py vazi © < z <y, A = z:; i
= i Takode postoje u € (v;2) i v € (2;y) tako da je % = flwi
w = f'(v). Zbog u < v je f'(u) < f'(v) paje
1) = @) _ J) = 1)
-z y— 2

Z—XT
y—z

tj. f(z) = f(z) < (f(y) — f(2)) odnosno f(Ax + py) < Af(x) + pf(y).
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O

Posledica 1 Neka je f : (p;q) — R dva put diferencijabilna na (p;q). Ako je
f"(x) >0 [f"(z) > 0] za svako = € (p;q), onda je f konveksna [strogo konveksna]
a (p;q). Ako je f"(z) < 0 [f"(x) < 0] za svako = € (p;q), onda je f konkavna
[strogo konkavnal na (p; q).

O

Stav 39 (Jensenova nejednakost) Neka je f : (p;q) — R konveksna [konkavna] na
(p;q). Akojen > 2, x1,...,2, € (p;q) 1 A1,..., A\ > 0 tako da je Z/\Z- = 1 onda

vazi =
[FOqzy+ -+ M) = A f(@n) 4+ -+ Ao f ()] -

Ako je pritom f strogo konveksna [strogo konkavna] na (p;q), Ai,... A, > 01
brojevi x1, ..., x, nisu svi medusobno jednaki, onda vazi i

JOumy + - X)) < Auf(an) + -+ A f(2n)
[fazy + -+ M) > A f(zn) + -+ Ao f ()] -

Dokaz. Pretpostavimo da je f konkavna na (p; q). Tvrdenje dokazujemo indukcijom
pon > 2.
Ako je n = 2 onda je tvrdenje ta¢no po samoj definiciji (stroge) konkavnosti

funkcija. Pretpostavimo da je tvrdenje tacno za neko n > 2 i neka su xy,...,x,11 €
n+1

(p;q) 1 A1,..., Apy1 > 0 tako da je Z)‘i = 1. Ako je A\,;1 = 1 onda je \; = 0 za

i=1

1 = 1,n i tvrdenje je trivijalno tacno. Zato pretpostavimo da je A\,y1 # 1. Tada je
Y
1 —XA,+1 > 0. Vazi i:——>0a =1 ; = 1. Imamo
1 71 = za i n1§u mam

=1

1 (1)
fazr + -4+ Xzng1) = f | (1= Augr) Zﬂixi + A 1Tps1 | 2>

=1

> (1 - >\n+1)f (Z Mz’%’) + /\n—O—lf(In—‘rl) é (1 - /\n+1> Z sz(xz) + )\n+1f(95n+1) =

i=1 =1

—~
~

n+1

= Z )\if(xi)

=1

gde:
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— nejednakost u (1) vazi zbog tacnosti baze indukcije, i pritom tu stoji stroga
nejednakost “ > 7 ako vazi sledece: f je strogo konkavna, A\, 1 € (0;1) 1 2,41 #

E WiZis
i=1

— nejednakost u (2) vazi zbog indukcijske hipoteze, i pritom tu stoji stroga ne-
jednakost “ > 7 ako vazi sledeée: f je strogo konkavna, p; > 0 za i = 1,n i brojevi

x1,...,T, nisu svi medusobno jednaki.
Pretpostavimo sada dodatno i to da je f strogo konkavna na (p; q), daje A1, ... Aps1
> 0 kao i da brojevi xy,...,x,1 nisu svi medusobno jednaki, i pokazimo da je

fqz 4+ Nxnar) > M f(z) 4+ -+ A f (). Jasno N\, € (0;1) zai = 1,n+ 1.
Neka je suprotno onom sto treba pokazati f(Ajxy + -+ + Ayzpi1) = A f(xr) +
co+ AN f(zpy1). Tada kod (1) ne stoji stroga nejednakost pa mora da je x,.1 =

Zuixi. Takode, ni kod (2) ne stoji stroga nejednakost pa mora da je z; = z; za

=1
n

i,7 € {1,...,n}. Zakljuéujemo da je z,41 = (Z“’) T = 11, te je x; = x; za
i=1

i,7 € {1,...,n+ 1}, suprotno pretpostavci.

Tvrdenje za slucaj da je f (strogo) konveksna se dokazuje analogno.

Stav 40 (Uopstena AG nejednakost) Neka jen > 2, x1,..., 2, > 01 Ay,..., A, >0

tako da je Z A; = 1. Tada je
i=1

An
n -

A1x1+---+)\na:n2mi‘1- X
Ako je Aq,..., A, > 0, onda gore vazi jednakost akko su brojevi zi,...,x, svi
medusobno jednaki.
1
Dokaz. Funkcija In : (0; +00) = R je dva put diferencijabilna i (In') (z) = —— <0
x
za svako x € (0;+00). Dakle In je strogo konkavna na (0; +00) te vazi

In(Azq + -+ + A\oxy) > Mdn(zy) + -+ + \udn(zy,) ,

i pritom ako je Ay,..., A, > 0, onda ovde vazi stroga nejednakost ¢im brojevi
x1,..., T, nisu svi medusobno jednaki. Funkcija h: R — (0; +00) data sa h(z) = e”
je stogo rastuca funkcija, pa dalje sledi da je

eln()\1a:1+--~+)\nxn) Z e)\lln(xl )+ Ann(zn)

Y

i pritom ako je Ay,..., A, > 0, onda ovde vazi stroga nejednakost ¢im brojevi
x1,...,T, nisu svi medusobno jednaki. Dakle \jzy + -+ + \x,, > x1\1~ '56’;\1"7
i pritom ako je Ay,..., A, > 0, onda ovde vazi stroga nejednakost ¢im brojevi

x1,...,T, nisu svi medusobno jednaki.



II1.3. NEJEDNAKOSTI IZMEDU KLASICNIH SREDINA 37

II1.3 Nejednakosti izmedu klasi¢nih sredina

Akojen € Ni @ = (zy,...,2,) € [0; +00)" onda definisemo
1 n
Aritmeticku sredinu n-torke T : A, () - in;
(gt

Geometrijsku sredinu n-torke 2: Gy (') 4 {sz} ;
i=1

1 n
Kvadratnu sredinu n-torke 2 : Kn(Y) S E (xi)Q;
\/ n
i=1

i, pod uslovom da je x; > 0 za svako i = 1,n, i

Harmonijsku sredinu n-torke ' Hn(7) = + .

Takode, “u <_, v” Ce znagciti:
“u < v i jednakost u = v vazi jedino ako je x; = x; zasve 1<1,5 <n”.
Stav 41 (AG nejednakost) Za svako n € N i svako @ € [0; +-00)" vazi
Gn(T) <, Au(T).

Dokaz. Ako je z; = 0 zaneko ¢ € {1,...,n} onda tvrdenje sledi trivijalno, a ako je
x; > 0 za svako i = 1, n, onda je tvrdenje specijalan slu¢aj Tvrdenja 40.

U nastavku dajemo jedan drugi dokaz ovog tvrdenja koji ne koristi pojam difer-
encijabilnosti funkcija (koji je koriséen za dokaz Tvrdenja 40).

Za svako k € N oznacimo sa T}, iskaz:

“za svako 7 € [0; +00)* vazi G () <. Au(Z).
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(A) Pokazujemo da je Ty tacno. Ako su zq,x9 > 0 imamo

T+
L1209 < 1 2ﬁog(\/$1)2+(\/?2)2—2\/x_1\/33—2ﬁ>0§(/_331—\/23_1)2
odakle se vidi da je Ty je tacno (obzirom da je Tims = T —gfm

0= (v — Var)?).
(B) Pokazujemo Ty = Ta;. Neka vazi Ty i neka je = [0; +00)2?* proizvoljno.

1k |2
Imamo, za a := E;wilb:: z Z xi,

i=k+1
k k 2% k C/ ok 2% 27 k
k 2k 1) Z Li Z ! ©) it !
i—1 i=k+1 i=1 i=k+1
HIi r; < | - <ius =
] , k k (a:) 2k
i=1 i=k+1

o 2%k

i=1
gde “<” na mestu (1) stoji na osnovu Ty. Ovim je pokazano da vazi Gaoy(7) <
Agy (7).

Pretpostavimo sada da je Gop(Z) = Ag(Z). Tada mestu (2) stoji “=" pa je

a = b. Kako i na mestu (1) stoji “=" to mora biti:
2%

Slucaj 1: ako z;, = 0 za neko 1 < 4y < 2k onda iz le =0, a kako je z; > 0 za

i=1
svako 1 <7 < 2k, sledi da je x; = 0 za svako 1 <1 < 2k;

Slucaj 2: ako x; > 0 za svako 1 < i < 2k onda zbog Ty (a na osnovu jed-
nostavne ¢injenice da (r < sAp < ¢ # 0) = rp < sq)) zakljucujemo da je

k Lk k 2k 1 2 k
Hxi = (E2x2> i H T = (E Z :c,) ; sada na osnovu 7T dobijamo
i=1 i=1 i=k+1 i=k+1

x; = xjzasve 1 < 4,7 < kkaoiwz, = x5 zasve k+1 < 14,5 < 2k pajei
rvi=a=b=x;zal<i<kik+1<j5 <2k dakle?je konstantna 2k-torka.

(C) Pokazujemo T, za proizvoljno n > 2. Najpre primetimo da se iz (A) i (B)
induktivnim rezonovanjem moze zakljuciti da je Tor tacno za svako k € N.

Neka je 7 € [0; +00)" i neka je k € N takvo da je 28 > n. Definisimo Y =
(Y1y- -, Yok) € [0;+oo)2k say; =z, zal<i<n, iy :An(7) —azan<i<?2k
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Stavimo m := 2¥ — n. Kako vazi Tox to je Gox (7) < Agk(v) pa je

n le + ma 2k
Hxi o< | B o = (n ;ma> — o (%)

2k

Ako je a = 0 onda je 2; = 0 za svako 1 < i <n te vazi G (?) <A (?)
Ako je a > 0 onda iz (%) sledi []7_, z; < o”, tj. Go(7) < A, (7).
Dakle nejednakost G,(7) < A,(7) je dokazana.

Pretpostavimo sada da je G, (7)) = A, (7)), tj. [T, z; < a". Mnozenjem ove
jednakosti sa o™ odavde sledi

2k

meLma
[Teom= | g

tJ. G2’€(7) = AQk(7), pa obzirom na to da vazi Ty zakljucujemo da mora biti
=y =y;=x;zasve 1 <i,jg<n. O

Stav 42 (AK nejednakost) Za svako n € N i svako @ € [0; +00)" vazi
An(T) <, Ku(T).

Dokaz. Za a,b € R imamo 2ab < a® + b? i pritom je 2ab < a® +b? ako a #b. U
nastavku ovo koristimo bez eksplicitnog naglasavanja.
Imamo

(14 -+ 3,)? Z:v + Z 2xxj<2x+ Z x+x?):nix?,
1<i<j<n 1<i<j<n =1

pri ¢emu kod (1) stoji stroga nejednakost ¢im vazi z; # x; za neko i # j.

Stav 43 (AH nejednakost) Za svako n € N i svako 7 € (0; +00)" vazi
H,(7) < G.(7).

Dokaz. Imamo
H,(7) <. Gu(T)

akko
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Deo IV

Diferencne jednacine

IV.1 Linearna homogena diferencna jednacina sa
konstantnim koeficijentima

Neka su dati n € Ni ¢g,¢q,...,¢,1 € C.
Linearna homogena diferencna jednacina n-tog reda sa n-torkom koeficijenata
(co,c1,...,cn_1) je diferencna jednacina

Aktn = Cn—1Qkin-1 T+ + C1Qp 1 + Colg (%)

gde je ¢y # 0, a njeno resenje je svaki niz (ax| k& € N) kompleksnih brojeva za
koji (%) vazi za svako k € N.

Polinom ¢(z) := 2" — ¢, 12" ' — - -+ — c1x — ¢y naziva se karakteristicni polinom
diferencne jednacine (x). Primetimo da je ¢(0) # 0.

Neka je V vektorski prostor svih nizova kompleksnih brojeva sa uobicajenim
sabiranjem nizova i mnozenjem kompleksnim brojem. k-ti element nekog niza a
oznacavaéemo podjednako i sa ay i sa a(k).

Neka je definisano preslikavanje L : V — V sa L(a) = b akko Vk € N (b, = ayy1).
Jasno, ako je i nenegativan ceo broj, L'(a) = b akko b, = ayi; za svako k € N.
Jednostavno je videti da je L linearno preslikavanje.

Zadatak. Za prirodne brojeve s > 11ip gde 0 < p < s— 1 oznacimo f(s,p) =
Z (s) (—1)" i*. Dokazati da je uvek f(s,p) = 0.

- 1
=0

Resenge. Indukcijom po s > 1 pokazujemo da vazi
0<p<s—1= f(s,p)=0.

41
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Za s = 1 direktnom proverom se utvrduje tacnost tvrdenja.

Neka je f(s,p) =0 zaneko s > 1isvakopgde 0 <p<s—1.
Pokazimo najpre f(s+1,p) =0za p=0.

ferno= 3 (e =a-r—o

)
i=0
Neka je sada 1 < p < s.

Stav 44 Neka je R € C koren visestrukosti [ karakteristi¢nog polinoma ¢(z) jednacine
(%), gde 1 <1 <.
Ako je 0 < s <l onda je niz (k*RF| k € N) regenje jednacine ().

Dokaz. Kako je visestrukost nule R polinoma ¢(x) jednaka | > s to je g(x) =

(r — R)**! . g() za neki polinom g stepena n — s — 1.
Primetimo da je

Ak4n — Cp—1Qk4n—1 — *°° — C1041 — CoQr =

LM@)(k) = camt LM (@)(k) — - — e L (@) (k) — coL(a) (k) =
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(L"(a) — cp1 L™ Ha) — - - — c1 L (a) — coL%(a))(k) =

= (¢(L)(a))(k)

pa zapravo treba pokazati da je za svako k € N (g(L)(a))(k) = 0. Neka je [ = L°
identicko preslikavanje prostora V.

¢(L)(a) = [(L = R-I)*" o g(L)](a) = [g9(L) o (L — R - I)*"](a) = g(L)((L —
R-1)**'(a)) pa je dovoljno, buduéi da je g(L) linearno preslikavanje, pokazati da je
z:= (L — R-1)*"'(a) konstantan nula niz, tj. zx = 0 za svako k € N. Imamo

f= 03 () i =

- 1
=0

s+1
1 , .
Z (S —l‘ >(_1)s+1st+1zak+i —

1=0

s+1
> < : 1) (~1) TR (ki) R =

- 1
=0

Rt (1) § (S er 1) (1) i (S> Jigs—i —
ReFITR(_1)s+ - (3> % il <S JZF 1) (—1)4577 =

Rs+1+k(_1)s+1 Z (j) k‘jf(s +1,5— ]) =0
=0

gde f(s+1,s—7) oznacava istu sumu kao i u prethodnom zadatku, a za koju znamo
da je jednaka nuli na osnovu istog jer je 0 < s—j<s. O

Skup A := {a € V| a je resenje jednacine ()} je podprostor od V, sto se lako
uocava.

Preslikavanje CUT : A — C" definisano sa CUT(a) := (a4, ...,a,) je linearno i
bijektivno te je izomorfizam prostora A i C". Imamo, specijalno, da je dimA = n.

Neka je R € C koren visestrukosti | karakteristicnog polinoma ¢(z) jednacine
(), gde 1 <1 <.

Pokazimo da su vektori (k*RF| k € N), 0 < s < [, prostora A linearno nezavisni.
Ekvivalentno, pokazimo da su njihove slike preslikavanjem C'UT linearno nezavisni
vektori prostora C".
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Kako je
R 1-R...17'.R
R* 2.R%?.. . 2-1. R?
R 1 -‘Rl I=1. R
1 1... 11
R@ 1 2 L2t _
I AU L
R W(1,2,3,....1) #0
(gde W(xy,...,x;) oznacava determinantu Vandermonde-ove matrice koja odgo-
vara [-torci brojeva (x1,...,x;)) to je rang matrice

R 1-R...1""R
R 2-R* ... 201 R

R n-R"...n'""1.R"

jednak [, te su “kolone” ove matrice linearno nezavisni vektori prostora C".
h

Neka je sada g(z) = H (z—R)", gdeje R; # R;zai # j. Jasno ly+- - -+1, = n.
i=1

Zal<i<hi0<j<l; oznacimo u;; := (k' R¥| k € N) i pokazimo da je sistem
reSenja (u(i,j)] 1 <i < h, 0 < j < ;) linearno nezavisan sistem vektora prostora
A. Ako uvedemo oznake @); := L(u; ;|0 < j < l;), za 1 <i < h, za to je dovoljno,
obzirom na upravo utvrdenu linearnu nezavisnost u prethodnoj analizi, pokazati da
je suma Q1 + - - - + @y direktna. Kako je CUT izomorfizam, ova suma je direktna
ako i samo ako je suma P, + --- + P} direktna, gde je

P, :={CUT(z) : z € @Q;} CC"
za i = 1,h. Da je suma P; + - - - + P, direktna sledi¢e iz naredne dve leme.

Lema 1 Preslikavanje A : C* — C™ definisano sa

n—1
A((xlv <oy Tp—1, :Un)) = (x27 L3y -5 T, Z Cm$m+1)
m=0

je linearno. Ako je a koren viSestrukosti p karakteristicnog polinoma ¢, i ako je
bi == (k'a*| k € N) za 0 < i < p, tada je P := {CUT(x) : x € L(by,...,by1)}
A-invarijantan podprostor od C", i pritom je jedina sopstvena vrednost restrikcije
operatora A na podprostor P upravo broj a.
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Dokaz. Da je preslikavanje A linearno je oc¢igledno. Ako stavimo v; := CUT(b;), za
0 <i < p, imamo da je sistem v = (vp, ...,v,—1) je baza za P (jer je CUT linearni
izomorfizam). Preslikajmo vektore sistema v preslikavanjem A:

Alv(i)) = A ((1ia1, 202, ... ,nia")) =

m=0
(2ioz2, 3a?,... n'a™ (n+ 1)Za”+1)
a- (1+1)", 2+1D)% ..., (n—1)+1)a"" (n+1)a") =
. 1m1 2m2‘” —1)m n—1 m,.n
o BOJren Bzt Z(o)oire S (o))

m=0
Iz ovog zakljucujemo da je A(v;) € P za svako 0 < i < p, te da je A[P] C P.
Zato je restrikcija, u oznaci Ay, operatora A na podprostor P endomorfizam prostora
P. 1z prethodnog se takode vidi da je matrica operatora A; u odnosu na bazu v
gornja trougaona pri ¢emu su joj vrednosti na glavnoj dijagonali uvek jednake a.
Zato je karakteristiéni polinom operatora A; polinom (x — )P pa je jedina sopstvena
vrednost operatora A; broj a. O

Lema 2 Neka je A : V — V endomorfizam konac¢nodimenzionalnog vektorskog
prostora V. Ako je k € N ako su Qq,...,Qr C V A-invarijantni podprostori od V
takvi da, kakvi god da su 1 < i < 5 < k, ne postoji zajednicka sopstvena vrednost
restrikcija A; := A1 Q; 1 Aj := A | Qj, onda je suma Q1 + - - - + @, direktna.

Dokaz Indukcijom po k& € N. Neka je najpre k = 2. Pokazujemo da je ()1 N Qs =
{0}. Pretpostavimo suprotno, tj. neka je Q1 N @y pozitivne dimenzije. Kako
su i @1 i Qo A-invarijantni podprostori, to je takav i Q1 N Q2. Ako stavimo
Ap == A 1 (Q1 N Qy), onda je Ay endomorfizam konaénodimenzionalnog nenula
vektorskog prostora ()1 N Q)2 pa postoji neko A € C koje je sopstvena vrednost oper-
atora Agp. No tada je A sopstvena vrednost i operatora A; i operatora As, suprotno
pretpostavci.

Pretpostavimo sada da je trdenje ta¢no za svako k < minekasu Qq,...,Q,, CV
A-invarijantni podprostori od V takvi da, kakvi god da su 1 <i < j < m, ne pos-
toji zajednicka sopstvena vrednost restrikcija A; i A;. Neka je ig € {1,...,m}
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proizvoljno i stavimo (Q1,...,Qis—1, Qig+1s- - - Qm, on) = (P,...,P,). Treba
pokazati da je
M:=P,n Y P={0}
1<j<m

Kako presek A-invarijantnih podprostora i sam M je A-invarijantan podprostor.
Oznacimo sa Ay restrikciju A | M € End(M). Ako pretpostavimo da M nije nula
podprostor, tj. da je dimenzije bar 1, onda postoji bar jedna sopstvena vrednost
A € C operatora Ay. Dakle za neki z € M \ {0} vazi A(z) = Az.

Imamo P, 2 2 =p; + -+ + pm_1, zaneke p; € P;, i = 1,m — 1. Otuda je

)\pl + o+ Apmfl = \z = A(Z) = A(pl) R A(pm71>

Suma Pj + - -+ 4+ P,,_1 je direktna, prema indukcijskoj hipotezi, i vazi A(p;) € P; za
svako ¢ = 1, m — 1, pa sledi da mora biti

A(p;) = Ap; zasvako i =1,m —1

Postoji neko ig € {1,...,m — 1} tako da je p;, # 0 (u suprotnom bi bilo z = 0).
Tada je A sopstvena vrednost za operator A;,. No, zbog 0 # z € M C P,, A je
sopstvena vrednost i za operator A,, — kontradikcija. O

Kao sto smo ranije zapazili, iz ove leme sada sledi da nizovi (u(i,j)| 1 < i <
h, 0 < j < ;) ¢ine linearno nezavisan sistem vektora prostora A, te kako je duzina
ovog sistema jednaka [; +- - -+1;, = n = dimA ovaj sistem je zapravo baza ovog pros-
tora. Zato je svako reSenje jednacine (x), tj. svaki vektor iz A linearna kombinacija
vektora te baze. Ukratko vazi slede¢a teorema.

Teorema 5 Niz a je reSenje jednacine (x) akko za svako i, gde 1 < i < h, postoji
polinom z;(z) stepena ne veceg od [; — 1, tako da vazi

ar = 2 (B)RY + -+ 2 (B)RF. O
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Neke teme o polinomima

V.1 Sturmov algoritam

Neka je dat polinom ¢ sa realnim koeficijentima. Niz (p;|0 < i < k), k > 1, polinoma
sa realnim koeficijentima se naziva Sturmov niz za polinom ¢ ako je py = ¢ i ako
vazi:

(1) pr nema realnih korena;

(14) p; 1 pir1 nemaju zajednickih korena ni za jedno 0 <i < k ;

(7ii) ako je p;(ar) =0 za neko 1 < i < k i neko o € R onda je p;—1()pi+1()

< 0;

(1v) ako je g(a) = 0 za neko a € R onda postoji € > 0 tako da je ¢(x)p;(z) < 0 za
svako = € (o — €, a) i g(x)p1(x) > 0 za svako = € (o, a + €).

Neka je (p;|0 < i < k), k > 1, konacan niz polinoma sa realnim koeficijentima.
Ako je g € R onda ¢emo za i € I :={0,... k} reéi da je indeks promene u tacki
o u odnosu na dati niz ako postoji neko j € I, j > 1, tako da je
- pi(@o)pj(z0) <01
- ako je s € I takvo da i < s < j onda mora biti p,(xg) = 0.

Neka jednostavna zapazanja koja treba upamtiti: Primetimo da iz same

definicije sledi da k nikad nije indeks promene u tacki xy, kao i da ako je ¢ € I takvo
da p;(xy) = 0 onda i nije indeks promene u tacki z,. Takode, ako je 0 < i < k
takvo da je p;(zo) # 01 pir1(xg) # 0 onda vazi: i je indeks promene u tacki xg akko

pi(x0)pit1(zo) < O.

Sa S(zg) ¢emo oznacavati skup svih indekasa promene u tacki o, tj. S(xg) 4
{i € I| i je indeks promene u tacki x¢}. Funkcija promena znaka u datom nizu je
funkcija W : R — R definisana sa W (z) = card(S(z)) (tj. W(z) je broj indekasa

promene u tacki x) za r € R.
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Primer. Neka je po(z) =z — 1, pi(x) = 2+ 1, po(z) = 22 — 1, p3(z) = (x — 1),
pa(x) = w42, ps(z) = 2° =1, ps(z) = 2 =3z +2, pr(z) = —v i ps(z) = 2?. Tada je

sgn(pg(l)) 0
sgn(pl(l)) +1
sgn(pz(l)) 0
sgn(pg(l)) 0
sgn(p4(1)) = | +1
sgn(p5(1)) 0
sgn(pﬁ(l)) 0
sgn(p7(1)) -1
i sgn(pg(l)) ] | +1 ]

paje S(1)={4,7}iW(1)=2 O

Teorema 6 Ako je ¢ polinom sa realnim koeficijentima, (p;|0 <7 < k), k > 1, neki
njegov Sturmov niz i a,b € R onda je broj realnih korena polinoma ¢ koje se nalaze
u poluzatvorenom intervalu (a, b] upravo W(a) — W (b), gde je W funkcija promena
znaka u tom Sturmovom nizu.

Dokaz. Neka je [ :={0,1,...,k} i N :={z € R|Fi € I(pi(x) =0)}. N je konacan
skup.

Pomo¢éno tvrdenje 1. Neka su u,v € R, u < v takvi da je N N (u,v) =0, i neka
su t1,ty € (u,v). Tada za svako i € I vazi sgn(p;(t1)) = sgn(pi(t2)) # 0 (gde je
sgn(0) =0, sgn(z) = 1 ako xz > 0isgn(z) = —1 ako x < 0). Takode je S(t;) = S(t2)
kao 1 W(tl) = W(tg)

Dokaz. Neka je i € I. Kako je (u,v) N N = ) to za svako = € (u,v) vazi p;(z) #
0. Specijalno sledi sgn(pl( )) € {-1,1} za j = 1,2. Kad bi bilo sgn(pl(tl)) .
sgn(pi(t2)) < 0 onda bi (zbog neprekidnosti funkcue pi) za neko t; < w < ity
moralo biti p;(w) = 0; no znamo da je p;(z) # 0 za svako = € (u,v). Dakle
sgn(pi(t1)) = sgn(pi(t2)) # 0.

Imamo da je i € S(t;) akko i € I\ {k} isgn(pi(t1)) - sgn(pis1(t1)) < 0 (jer je
p;(t1) # 0 za svako j € I) akko i € I\ {k} i sgn(p;(t2)) - sgn(pis1(t2)) < 0 akko
i € S(t2) (jer je pj(t2) # 0 za svako j € I). Dakle S(t;) = S(t2), a otuda dobijamo
i W(tl) = W(tg) ®

Pomo¢é¢no tvrdenje 2. Neka suu < y < v < & < v tako da je NN (u,y) =01
NN (y,v) = 0. Tada vazi:

ako je g(7) # 0 onda. je W(y) = W(3) = ()

- ako je g(y) =0 onda je W(y) =W(y)+11iW(y) =W(x).

Dokaz. Kako su polinomi neprekidne funkcije to za svako i € {j € I| p;(y) # 0} =:
R mozemo izabrati po neko e; > 0 takvo da

Vte (v —ei,v+ea) (pi(t) >0) ili Vte (y—e,y+e) (pilt) >0).
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Neka su yo € (y,7) i zo € (7, 2) takvi daje |[yo—7| < mi}gei ilrg—7] < mi}gei. Tada
1€ 1€

za svako i € R vazi sgn(p;(yo))= sgn(p;(7)) = sgn(pi(zo)) # 0. Zato na osnovu
Pomocénog tvrdenja 1 mora biti:

Sgn(pi(y)): Sgn(pi(’Y)) = Sgn(])i(x)) # 0,

za svako i € I takvo da je p;(y) # 0.

Oznacimo I' :=={i € I|l1 <i <k A pi(y)=0}i,zadi el P :={i—1,i}.
Primetimo da 0 ¢ I’ ¢ak iako mozda vazi py(7y) = 0.

Pokazimo najpre da je za i,j € I', i # j = P, N P; = (. Neka je, odredenosti
radi, i < j. Kad bi bilo {i — 1,i} N {j — 1,5} # 0 onda bi imali s = j — 1 ili ¢ = j,
pa kako je i # j toje i =5 — 1, te je pj_1(y) = pi(y) = 0, jer i € I’, Sto protivureci
¢injenici da p;(y) = 0 jer bi onda p; i pj_; imali zajednicki koren +.

Stavimo P := U P; D I'. |Jedno jednostavno zapazanje: Primetimo da
i€l

je 0 € P akko pi(y) = 0, u kom slu¢aju naravno mora biti po(7y) # 0.

Pokazimo:
e (1)IzieI\P A pi(y)# 0 sledi

i€eSy) <= 1€8(y) 1 i€ S(y) < ieS(x).
Zaista, kako je p;(7y) # 0 to imamo
0 # sgn(pi(y)) = sgn(pi(7)) = sen(pi(x)).

Ako jei =k onda i ¢ S(y), i ¢ S(y)ii ¢ S(x), te gornje dve ekvivalencije vaze.
Neka je i < k. Tadai+1 € I. Ako p;s1(y) =0ondai+1€I"ii€ Py C P,
kontradikcija. Dakle mora biti p;1(y) # 0. Zato je

0 # sgn (]%H(y)): Sgn(PiJrl(’Y)) = sgh (pi+1(x))'

Odavde sada imamo: p;(y)-pi+1(y) < 0 akko p;(7)-pir1(7) < 0 akko p;(2)-pis1(z) <
0. Drugim recima i € S(y) akko i € S(y) akko i € S(z). e

Pokazimo:
e (2)IzieI\P N 1<i<ksledi

ie€Sy) < i€S(y) 1 i€ 8(y) < i€ S(x).

Ovo direktno proizilazi iz (1) jer za takvo i mora biti p;(7y) # 0 obzirom da bi u
suprotnom, zbog 1 < ¢ < k,imalii€ ['teii € P,CP. e
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Pokazimo:
e (3) Ako po(y) # 0 ondaiz i € I\ P sledi

i€Sy) < 1€8(y) 1 i€eS(y) < iecS(x).

Neka je i € I\ P. Ako 1 <1 < k onda gornje dve ekvivalencije slede iz (2). Ako je
i = 0 onda gornje dve ekvivalencije slede iz (1).e

Pokazimo:
e (4) Ako je po(y) = 0 onda:
(a) O ¢ P
(b) 0 € S(y), 0 ¢ S(7)10¢ S(x).

(a) je ustvari deo onog Jednog jednostavnog zapazanja: kad bi bilo 0 € P onda
biiz0e€ {j—1,7}1ij € I'sledilo j =1 € I’ odakle je pi(y) = 0 pa bi pg i p; imali
zajednicki koren. Zato mora da vazi (a).

1z po(y) = 0 direktno sledi 0 ¢ S(v). po(y) = 0 takode povlaci prema uslovu
(iv) iz definicije Sturmovog niza postoji € > 0 tako da po(t)p:(t) < 0 za svako
te(y—ey)ipo(t)pi(t) > 0zasvakot € (y,7+¢€). Nekasuy, € (y,7) iz € (7, 2)
takvi da je |y3 —v| < € kao i |z — 7| < . Na osnovu Pomoénog tvrdenja 1 imamo
- 0 # sgn(po(y)) = sgn(po(y1)) 10 # sgn(pi(y)) = sgn(pi(y1));

- 0 sgn(po(x)) = sgn(po(1)) 10 # sgn(pi(r)) = sgn(p(z1))-

Otuda je 0 € S(y) akko po(y)-p1(y) < 0 akko po(y1)-p1(y1) < 0 akko 0 € S(y1).
Noy; € (y—e,7) pajepo(yr)-pi(y1) < 0,tj. 0 € S(yy). Ovim smo pokazali 0 € S(y).

Takode je 0 € S(x) akko po(z) - pi(x) < 0 akko po(x1) - p1(z1) < 0 akko
0 € S(x1). Nozy € (7,74 ¢) paje po(x1) - pr(z1) > 0, tj. 0 ¢ S(xy). Ovim smo
pokazali 0 ¢ S(z). e

Pokazimo:
e (5) Ako je i € I onda

card (S(y) N Pi) = card <S(7) N B) = card (S(x) N R-) = 1.
Neka je i € I', drugim reéima 1 < i < ki pi(y) = 0. Jasno i < k, pa je i +
1 € I. Takode je i —1 € I. Zbog uslova (iii) iz definicije Sturmovog niza je
pi—1(7)pi+1(y) < 0. Specijalno, zbog p;(y) =0, imamo i — 1 € S(vy) i i ¢ S(v) pa je
card (5(7) N PZ-) = 1. Kako je ocigledno p;_1(7) # 01 p;+1(7) # 0 to imamo da je

sgn (pi-1(y)) = sgn(pi-1(7)) = sgu(pi—1(x)) =: sp € {—1,1}

sgn (pip1(y)) = sgn(pir1(7)) = sgn(pi1(z)) = 1 € {-1,1}.
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Znamo da je s - 51 < 0.

Stavimo ! := sgn(p;(y)) i d := sgn(pi(z)). Jasno {I,d} C {—1,1}.

Ako je I - s > 0 (odnosno d - sp > 0) onda je [ - s; < 0 (odnosno d - s; < 0)
pajei—1¢ S(y) (odnosno i —1 ¢ S(x))ii € S(y) (odnosno i € S(x)). Ako
je l-sp < 0 (odnosno d - sy < 0) onda je [-s; > 0 (odnosno d - s; > 0) pa je
i—1¢€ S(y) (odnosno i —1 € S(z)) i ¢ S(y) (odnosno i ¢ S(z)). U svakom

slucaju je card (S(y) N H-) =1=card (S(y) N P,

Kona¢no mozemo pokazati i samo pomoc¢no tvrdenje 2.

- Neka je g(y) # 0. Imamo

card(S(y)) = card <S(y) N I) — card (S(y) A[PU(I\ p)]> _

card (S(y) N P) + card (S(y) NI\ P)) =
card(S U/P) + card (S ) -
card( (S0 ) + card(S ) _

iel’

; card( ) + card (S ) =

card(I') + card (S(y) NI\ P)).

Na potpuno isti nacin pokazujemo da je

card(S(v)) = card(I’) + card (S(y) NI\ P))

card(S(z)) = card(I') + card (S(m) N7\ P))
Ali iz (3) sledi da je u ovom slucaju S(y)N(I\ P) = S(y)N(I\P) = S(x)n(I\P).
OtEld)a zakljutujemo card(S(y)) = card(S(v)) = card(S(z)), tj. W(y) = W(y) =
Wi(z).

- Neka je sada ¢(y) = 0. Oznacimo J := I\ (PU{0}). Znamo da je 0 ¢ P. Imamo

card(S(y)) = card (S(y) NH{0}uPU J)) =
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card( (y) N {0}) Z Card< ) + card (S(y) N J) =
iel’
1+ card(I’) + card <S(y) N J>.

Sa druge strane je

card(S(y)) = card( (y) N {0}> > card( > + card <S(7) N J) =

iel’

0+ card(I") 4 card (S(’y) N J) :

Na potpuno isti nacin pokazujemo da je
card(S(z)) = 0 + card(I’) + card (S(:L‘) N J).

Zato, posto je S(y)NJ = S(y)NJ = S(z) N J (na osnovu (2)), dobijamo da je
W(y) =W(y) +1iW(y) = W(z). ¢

Prelazimo na dokaz same teoreme.
Slucaj 1: (a,b) N N = (). Neka je r € (a,b), proizvoljno.
Ako je q(b) = 0 onda prema Pomocénom tvrdenju 2 mora biti

Wi(a)=W(r) i W(r)=W(b) +1

pa je W(a) — W(b) = 1, i pritom je {x € (a,b]| ¢(x) =0} = {b}.
Ako je q(b) # 0 onda prema Pomocénom tvrdenju 2 mora biti

pa je W(a) — W(b) = 0, i pritom je {x € (a,b]| ¢(x) =0} = 0.

Slucaj 2: (a,b) N N # (). Tada postoje m € Niz € R, 1 < i < m, tako da je
zZi<zimrzal<i<m-—1,a< 2z, 2, <biNN(a,b) ={z]1 <i<m}. Stavimo
20 =] Zma1 & b, Za svako i = 0, m izaberimo po r; € (z;, z;41) 1 neka su 7,41
i w realni brojevi takvi da je b = 2,11 < Tmy1 < w i tako da vazi N N (b,w) = 0.
Imamo

W(a) =W (b) = W (z0) =W (zms1) = 3 (W(z) =W (z01)) = D (W) =W (ris))
jer je W(z;) = W (r;) za i = 0,m. Dalje kako je za i =0,m

N A B 0’ ako Q(ZiJrl) 7é )
W(TZ) W(T'H-l) - { 17 ako Q(Zi—i-l) =0
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to sada imamo

Wi(a) —W(b) = card({j e{l,....,m+1}| q(z) = O}> =

= card ({x € (a,b]] q(x) = 0}),
obzirom da je {z € (a,b)| ¢(z) =0} C N. O

Ukoliko polinom nema viSestrukih korena onda ne samo da za njega postoji
Sturmov niz ve¢ naredna teorema daje i efektivan postupak za njegovo nalazenje.

Teorema 7 Neka je ¢ nekonstantan polinom sa realnim koeficijentima bez visestrukih
korena. Niz polinoma (p;|0 < i < k) definisan tako da je:

Po = ¢,

m=dq,
pir1 = —T1y, gde je r; ostatak pri deljenju polinoma p;_; polinomom p;,

pk\pk—l

je Sturmov niz za polinom gq.

Dokaz. Najpre, na isti nacin kao kod Euklidovog algoritma za dva polinoma
pokazuje se da se u ovako definisanom nizu dolazi do deljenja bez ostatka kao i
da je pr = Ao - NZD(q,q') = A\ - NZD(pi, pis1) za 1 < ¢ < k i neke nenula realne
brojeve \;, 0 < j < k. Pokazimo da se zaista radi o Sturmovom nizu.

(i) Kad bi p; imao neki realan koren onda bi, zbog pr = Ao - NZD(q,¢’), ¢ imao
viSestruki koren, suprotno pretpostavci.

(17) Ako bi, za neko 0 < ¢ < k, polinomi p; i p;;; imali zajednicki koren a onda
bi imali (x — «)|\; - NZD(p;, pis1) = pr pa bi py imao koren «, suprotno pokazanoj
osobini (4).

(17i) Neka je, za neko o € R ineko 1 < i < k, p;(a) = 0. Ako je m koli¢nik pri
deljenju p; 1 sa p;, onda vazi p; 1 = m-p; —piy1. Specijalno p;_1(a) = —p;1(a), pa,
kako su ova dva broja razli¢ita od nule (na osnovu pokazane osobine (2)), imamo
pic1(@) - pipa(a) < 0.

(7v) Neka je ¢(a) = 0. Kako je a jednostruki koren od ¢, a imajuéi u vidu
da je (u skladu sa tim) ¢'(a) # 0, postoji € > 01 s,l € {1,—1} tako da je
Vo € (a —ea) (sgn(q(z)) = s), Vo € (o,a +€) (sgn(q(z)) = —s) i Va €
(@ —e,a+e) (sgn(¢(z)) =1). Imamo da je sgn(g(z)q'(z)) =s-lzax € (a —€,a)
isgn(g(z)q'(z)) =—s-lzax € (a,a+e).

Ako je I = 1 onda je ¢ rastuca funkcija na (o — €, + €) pa mora biti s = —1. Zato
jes-l=—11—-s-1=1.
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Ako je I = —1 onda je ¢ opadajuéa funkcija na (o — €, + €) pa mora biti s = 1.
Zato je ponovo sl =—1i1i—s-l=1. O

Ukoliko polinom ¢ ima neki realan visestruki koren tada treba najpre izracunati
najveéi zajednicki delilac polinoma ¢ i ¢. Ako je | = NZD(q,q'), onda polinom
% nema viSestruke korene dok su mu koreni isti kao i oni polinoma ¢q. Zato pri-
menjujuéi prethodno opisan algoritam na polinom % mozemo pronaci broj realnih

korena polinoma ¢ koje se nalaze u nekom datom s desna zatvorenom intervalu.

Primer. Neka je ¢(z) = (¢ + 1)z(x — 1)(x — 2). Primenjujuéi algoritam opisan
u Teoremi 7 dobijamo:

po(z) = ot — 223 — 2% + 22, py(z) = 42® — 622 — 22 + 2, py(z) = 2% — ZZB — i,
ps3(x) = ga: - ;1 ipy(x) = i—; Ako za x € R ozna¢imo
sgn(po(x))
sgn(pl(x))
K(x) = sgn(pg(a:))
sgn(pg(x))
sgn(m(x))
onda imamo
+1 0 0 +1
—1 -1 +1 7 —1
K(-2)=| +1 |, K(-)=| +1 |, K@O)=| -1 |, K (6) —| -1,
—1 —1 -1 0
+1 +1 +1 +1
0 0 +1
—1 +1 +1
Kl)=|-11], K2 =] +1 i K4)=| +1
—1 +1 +1
+1 +1 +1

Odavde vidimo da je S(-2) = {0,1,2,3}, S(—-1) = {1,2,3}, S(0) = {1,3},
s (g) — 0,2}, S(1) = {3}, 5(2) = 01 S(4) = 0, te i da je W(=2) = 4, W(—1) =
3 W) = 2, W (g) ~ 9 W) = 1, W(2) = 0§ W(4) = 0. Kako ¢ nema

visestrukih realnih korena to zakljucak Teoreme 7 stoji. Mozemo ga testirati na
ovom konkretnom primeru. O
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V.2 Rezultanta dva polinoma

n

Rezultanta polinoma p(z) = u H(x — o) 1gqxr) = H(JE — Bi), gde
i=1 =1

v € C\{0}ia;p; € C, jeste broj Rez(p,q) := u™v" H<O‘i — Bili = 1,n,

Ocigledno Rez(p,q) = 0 akko p i g imaju zajednickih korena.

n

Neka je p(z) = u H(m—ai):anx"+--~+a1x+ao i

i=1
q(z) =v H(w—ﬂz) =bux™ 4+ bix + by.
i=1
Oznacimo
[ ( ap Gp_1 Qp_o ... a3 a a O 0 0 ... 0 O 1
0O a, au-1 ... a3 ay a; a O O ... 0 O
m 0 0 anp, ... a4 a3 ay a3 a O ... 0 O
0 0 e Oy Gpe] Gy Gpe3 eeeeeenn ... a; Qo
A=
( by byt bm-o ... by by by 0 0 0 ... 0 0
0 b, bpo1 ... by by by b 0 0 ... 0 O
n 0 0 by ... by b3 by by bg O ... 0 O
i \ 0 0 ceo by bp_1bp_2by_3 ... ... by by |

Rezultat kome je posvecen ovaj odeljak dat je, uz zadrzavanje gornjih oznaka,
narednom teoremom.

Teorema 8 detA = Rez(p,q).

Dokaz. U dokazu ¢emo koristiti dobro poznatu ¢injenicu da

k—1 k—1
ryh o xy
3 3
_ | T .. X
V(xla 7$l€) - % 15
xl .. xk
T e T
1 1
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1<i<j<k
Uoc¢imo matricu
?+m—1 5fn+m71 arlz+m—1 angmfl T
» » 2 : \
M = 1 .« .. m al o e Oén
2 e 2 a? a?
/81 L 5m &1 N an
1 1 1 1
Primetimo najpre da
,.yn—i—m—l T
3
[ 00...00ayan1 ...a1a0 00 ...00]- 12 = [Y"p()]
m—k—1 k
v
1
kao i da
,yn—i-m—l 7
3
[ 00 ...00 by bmey ... b1 by 00...00]- " = [V q(7)].
n—k—1 k v
f‘)/
1

Koristed¢i ovu ¢injenicu imamo da je
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[ 87 'p(B) Bt p(Bm) " plon) ay'p(an)
Bip(Br) BEp(Brm)  adp(on) agp(o,)
Bip(Br) B2p(Bm)  ofp(on) azp(oy,)
ﬁlp(ﬂl) Bmp(ﬂm) alp(al) anp(an)
p(Br) P(Bm) p(ar) plan)

A-M =
T 1q(B1) B tq(Bm) i lg(en) aptq(an)
Biq(B1) B3a(Bn)  odq(on) asqon)
Biq(Br) B2a(Brm)  dq(on) azq(om)
/BIQ(BI) BmQ(/Bm> alQ(al) @nQ(an)
L q(B) q(Bm) q(ar) q(an)

[ 87 (B - B p(Bm)
Bip(B) o BEp(Bn) O...
Bip(B) ... Bap(Bm)
Bip(Br) ... B (Brm)
p(B1) oo p(Bm)
A-M= ,
ayq(an) aptq(an)
O aiq(on) a,q(an)
afq(ar) azq(om)
041Q<041> an(]<an)
L q(on) q(a)

gde su sa Omxn i Onxm oznacene nula matrice formata, redom, m X n i n x m.
Otuda je
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vt gt
» e : )
b O
L
m n 1 1
det(A-M) = T]r) [] alc)
j=1 i=1 o™t an~t
O o3
e a? o?
(675} ce (079
1 1
= T2 TT at@) VB B) Vi, . o) =
j=1 i=1
[I0) T ate) JI B-8) I (n—ay)=
Jj=1 i=1 1<k<s<m 1<k<s<n

a,' by, (8 — o) (i—8) ] Be=8) ][] (on—aw),

i=1,n,j=1,m i=In,j=I,m 1<k<s<m 1<k<s<n
jer je
[To) 1 seo= 11 [ [16 | 11 [bm [T 5»] _
j=1 i=1 j=1 i=1 i=1 j=1
ay by, (B — ) H (@i = 5;)
i=1n,j=1,m i=1n,j=1,m

Sa druge strane je

det(A- M) = detA - detM =
detA-V(Bi,...,Pm,01 ..., 00) =

detA - H (Be — Bs) H (o — ay) (B — ).

1<k<s<m 1<k<s<n i=Tn,j=T,m
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Pretpostavimo najpre da je ap # as, za 1 < k < s < n, da je [ # Bs, za
1<k<s<m,kaoidajea; # f;zai=1,n, j =1,m. Izjednacavajuéi dva izraza
za det(A - M) koja smo dobili i nakon skraéivanja odgovarajuéih izraza (koji pod
ucinjenim pretpostavkama nisu jednaki nuli) dobijamo

detA = a™ b, I (ai-8),

tj. detA = Rez(p,q). Pokazimo da dobijena jednakost vazi i inace. Imajuéi u vidu
Viete-ove veze, detA zapravo predstavlja izraz L(aq,...,qn, 51, ..., O;) za odgo-
varajuéu L : C"*™ — C neprekidnu funkciju. Izraz Rez(p,q) takode predstavlja
broj D(aq, ..., &, B1,- - -, fm) za odgovarajuéu D : C"*™ — C neprekidnu funkeiju.
Ono §to smo mi uspeli da pokazemo jeste da vazi L(z1, ..., Znem) = D(21, ..+, Znim)
za svako (21,. .., 2znem) € C"7 za koje je 2; # z;, 1 <i < j < n+m. Dakle imamo
da se ove dve funkcije poklapaju na skupu S = {(z1,...,2p4m) € C"™| z; #
zj, 1 <i < j <n-+m} kojije gust u C"™™, pa se, zbog svoje neprekidnosti, one
poklapaju i na celom skupu C"* tj. L = D. Otuda imamo da detA = Rez(p, q)
vazi za proizvoljna dva polinoma piq. O
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V.3 O simetri¢nim polinomima vise promenljivih

Neka je u ovom odeljku fiksiran n € N.

Oznacimo S := (NU{0})"1S":= {s € S|s; > s;41, 1 <i < n}. Oznaku < éemo
koristiti i za leksikografsko uredenje na skupu S. (S, <) je dobro uredenje.

Za s € S sa s;, i = 1,n cemo oznacavati i-tu komponentu od s, tj. s =
(_s>1, ...,Sn). Element [ € S takav da je [; = 0 za 1 < ¢ < n oznacava¢emo sa
0.

Stav 45 Neka je (A, <) dobro uredenje i B C A neprazan skup takav da kad god
zax € Avazi{y € Al y# z, y <z} C Bonda jeix € B. Tada mora biti B = A.

Dokaz. Pretpostavimo da je C' := A\ B # (). Tada postoji najmanji element skupa
C, neka je to npr. zo. Kad bi bilo {y € A| y # zo, v < 20} C B onda bi imali
xo € B sto je nemoguce. Zato postoji neko y € C tako da y # x¢ iy < xy. Ali tada
Zo nije najmanji element skupa C, kontradikcija. Dakle mora biti B = A. O

Pod polinomom od n promenljivih x4, . . ., z, nad poljem R podrazumevamo (ne-
formalno govoreéi) izraz koji je suma konaéno mnogo izraza oblika
r-xit . air gde jer € R\{0} a s; su nenegativni celi brojevi. Za s = (s1,...,5,) € S
uvedimo oznaku x® := z7' ... xS". Tada je polinom p od promenljivih z4,...,z, za-
pravo izraz Z asz® za neki konacan neprazan A C S, gde su a; € R\ {0}. Izraz
R s€A
0-2Y ¢emo nazivati nula polinom i oznacavati ga sa 0. U daljem tekstu re¢ polinom
¢e oznacavati iskljucivo polinom od promenljivih x4, ..., x,.

Polinomi se sabiraju i mnoze na uobi¢ajen (prirodan) nacin, pri ¢emu ovde
ne¢emo formalno definisati te operacije, uzdajuci se u zdravu intuiciju citalaca.

DefiniSemo stepen nenula polinoma na sledeé¢i na¢in. Stepen nenula polinoma
p = Zasxs, gde je A neki konacan neprazan podskup od S, definise se kao

sEA
najveéi (u odnosu na leksikografsko uredenje < na skupu S) element skupa A. Stepen

polinoma ¢ oznacavamo sa st(q). Za polinome azz®, s € A, kazemo da su clanovi
polinoma p = Z asr° a za njegov ¢lan q;x', gde je st(p) = I, da je najstariji.
seEA
Neka su dati polinomi ¢, . .., g,. Ako u polinomu p = Z asx® promenljivu x;
s€A
formalno zamenimo polinomom ¢;, za 1 < 7 < n, tako dobijeni izraz Z asqyt ... qr
s€A

ili predstavlja O ili polinom Z bsx® za neki konacan neprazan B C S. Koji god

seEB
da se od ta dva polinoma dobije, njega ¢emo oznacavati sa p(qi, - .., Gn)-

Primer. (1) Ako je p=1% — 13; q1 = 11 — Ta, @2 = 71 + o onda je p(q1,q2) =
—4I1$2.
(2) Akojep=o1 — 221 q1 = 2 = x1 onda je p(q1,¢2) =0. O
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Polinom p je simetrican ako za svaku permutaciju 7 skupa {1,...,n} vaz

p(xT(l)) < 7x7'(n)) = p(xla cee 7xn) (E p) .

Primeri simetri¢nih polinoma su tzv. elementarni simetricni polinomi kojih ima
n a koji se definisu na slede¢i nacin:

o Z
x (i)

1< < <Js—1<Js < <Jp<n s=1
n
Oy = H ;.
=1

Stav 46 Ako su polinomi p,q # 0 onda je najstariji ¢lan polinoma pg proizvod
najstarijih ¢lanova polinoma p i ¢; takode je st(pq) = st(p) + st(q) (ovo “+7 se ovde
odnosi na standardno pokoordinatno sabiranje n-torki realnih brojeva).

Dokaz. Neka je st(p) =: I, st(q) =: t,p = Zasxs ig= stxs. Proizvod

sEA sEB
najstarijih ¢lanova polinoma p i ¢ jeste polinom a;b; - xll1+t1 oal Tt (ode je ap # 0 #
b). Nekajeu € Aiv € B tako da (u,v) # (I,t). Znamo da je u < 1iv < t. Postoji
Jj €A{Ll,...,n} tako da vazi u; # [; V v; # t;. Neka je iy najmanji takav broj. Kako
je, za 1l < j <ig, uj = l; iv; =15, 1 kako je u < 1iwv <t tomora biti u;, <1, 1
Viy < iy, Pa zbOg ;i # iy Vvs, # i, zakljucujemo da je u;, + v, < l;, +1;,. Obzirom
da je u; +v; = l; +1t; za 1 < j < i konacno dobijamo da je u +v <1 +t. Dakle
proizvod najstarijih ¢lanova ima stepen [ + t = st(p) + st(q) koji je strogo veéi od
stepena proizvoda bilo kog drugog para ¢lanova. Sada direktno sledi tvrdenje stava.
(]

Stav 47 Ako je p proizvoljan a qi,...,q, simetricni polinomi onda je polinom
p(qi, - -, qy) simetrican.
Dokaz. Neka je p(qi,...,q.) = L. Ako je 7 bilo koja permutacija

skupa {1,...,n} onda je

l(x’r(l)7 <o 7xT(n)) = p<q1(x’r(1)7 <o 7x7(n))7 oo 7qn(x7'(1)7 <o 7x7(n))) =

PG (@) Q@) = L, 70)
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i stav je dokazan. O
n n

Za polinom p = Zasxs kazemo da je homogen ako je ZuZ = Zvi za

sEA i=1 =1

n

svako u,v € A. Broj g u;, koji ne zavisi od izbora u € A, nazivamo stepenom
i=1

homogenosti polinoma p.

Primetimo da ako su p i ¢ homogeni polinomi istog stepena homogenosti k €
NU{0}, 1 M,N € R, onda je polinom Mp+ Ngq ili 0 ili homogen polinom stepena
homogenosti k. Takode, jasno je da je proizvod dva homogena polinoma i sam
homogen.

Stav 48 Ako je p simetrican polinom i st(p) =[. Tada je [; > ;11 za 1 <1i < n (tj.
leS).

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. da postoji ig € {1,...,n — 1} tako da je

liy < lip+1. Posmatrajmo permutaciju 7 skupa {1,...,n} definisanu sa: 7(iy) =
i+ 1, 7(ig + 1) =i i 7(k) = k inace. Kako je p(z-qy, ..., Trn)) = p(Z1,...,25) to
je izraz ayxt, za t = (l1, ..., lig—1, lig+1, ligs lig+2, - - - » In), ¢lan polinoma p a sa druge
strane je t > [ = st(p), protivureénost. O

Definisimo funkciju A : S — S sa A((s1,...,8,)) = (51 — s9,
S9 — 83y .y 8 — Sitly- -y Sn_1— Sn,Sn)-

Za polinome qi,...,q, it € S uvedimo oznaku: |qi,...,q. ]t = ¢ ... ¢

Centralni rezultat ovog odeljka predstavljaju naredne dve teoreme.

Teorema 9 Ako je p simetrican homogen polinom stepena [ € S i stepena ho-
mogenosti kg € N U {0}, onda postoje M, € R, za s € S’ takve da je s < [ i

Z s; = ko, tako da je
i=1

p:Z<MS|_O'1...O'nJA(S)|SGS,,SSZ, Zsi:]{f0>.
=1

Dokaz. Ako je p = 0 stvar je jasna.
Dokaz za p # 0 izvodimo indukcijom po stepenu polinoma p.

(Formalno govoreéi, posmatramo skup B C S onih elemenata s uredenja S sa osobi-
nom da kad god je simetrican homogen nenula polinom stepena s € S on zadovoljava
tvrdenje ove teoreme, a onda pokazujemo da skup B ispunjava uslove Stava 45.)
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Ukoliko je p # 0 takav simetrican homogen da nema nenula simetricnih ho-
mogenih polinoma stepena manjeg od st(p) onda mora biti da je st(p) = 0 a za
—
ovakve polinome tvrdenje ove teoreme je tacno (trazeno razlaganje je p = Az® =
ﬁ
A-loy,...,00]7).

Pretpostavimo da je tvrdenje teoreme tacno za sve nenula simetricne homogene
polinome stepena manjeg od [ € S.

Neka je Ax! najstariji ¢lan simetri¢cnog homogenog polinoma p stepena . Najs-
tariji ¢lan polinoma |0y ...0,|*® je proizvod sledeé¢ih polinoma:;

li—12

l’l 3
lo—I3 lo—l3
Ly Ty
ls—ls I3—ls Is—ls
L1 ) T3
li=liy1 li—lit1 li=liy1 li—lit1
x| To T e T :
lnfl_ln lnfl_ln lnfl_ln lnfl_ln lnfl_ln
. T Ty e R A
:L.ln xln :L.ln I.ln xln ln
1 2 3 e 7 cee n—1 n

tj. polinom z!, pa su najstariji ¢lanovi polinoma pi A- |0y ...0,]2® isti. Otuda

je polinom ¢ := p—A-|oy . ..0,]*® simetrican polinom koji, ako nije jednak 0, jeste

stepena t := st(q) < [. Kako je A- |0y ...0,]*® homogen polinom ¢iji je najstariji

¢lan Az', to mu je stepen homogenosti upravo Z l; = ko — isti kao i za p. Zato je
i=1

q ili 0 ili homogen polinom stepena homogenosti ky. U prvom sluc¢aju smo ve¢ dobili

trazeno razlaganje, a u drugom na polinom ¢ primenjujemo indukcijsku hipotezu:

postoje Ny € R, za s € S’ takve da je s < t i Z s; = ko, tako da je
i=1

0= (Nilor...o2OlseSs<t, > s = ko).
i=1
Tada je

p=A-|oy...00]2 0+

Z(NSLal o fWs e S s <t ZS" = ko) =
i=1
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n

Y (Mlor...on* s €S s <1, > s = ko),

i=1
gde je za s € S’ takve da s < [ i ZS" = ko stavljeno: My = A ako s = [;
i=1
My, = Ny ako s < t; My = 0 inace.

Induktivnim rasudivanjem zakljucujemo da je tvrdenje teoreme tac¢no. O

Na gotovo identican nacin se dokazuje i naredna teorema.

Teorema 10 Ako je p simetrican polinom stepena [ € S, onda postoje M, € R, za
s € S’ takve da je s <[, tako da je

p:Z(MSLal...anJA(S”sGS’,s§l>. O



